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丨内容简介 


本书系统地介绍了泛函分析的基础知识.全书共分 五章： 第1章，距 
离空间与赋范空间；第2章，有界线性 算子； 第3章， Hilbert 空间•，第4 
章，有界线性算子的谱；第5章，拓扑线性空间 • 

本书在选材上注重少而精，强调基础性.在结构安排上，由浅入深， 
循序渐进，系统性和逻辑性强.在叙述表达上，力求严谨简洁，清晰易 
读，能够简化的证明，在保持书稿结构严谨的前提下尽量予以简化，便于 
教学和学生自习. 

本书配备了较多的习题，以备选用.本书的末尾对大部分习题给出 
了提示或解答要点，供读者参考.本书的第5章介绍了拓扑线性空间的 
基本概念，这一章的内容不是本科生教材必须包含的内容，可以作为有 
兴趣的读者 参考. 

本书可以作为综合性大学，理工科大学和高等师范院校的数学各专 
业或其他学科部分专业本科生的教材或参考书，也可以供研究生、相关 
教师以及数学爱好者参考. 




序 


序 


数学是研究现实世界中数量关系和空间形式的科学。长期以来，人们在认识世 
界和改造世界的过程中，数学作为一种精确的语言和一个有力的工具，在人类文明 
的进步和发展中，甚至在文化的层面上，…直发挥着重要的作用。作为各门科学的 
重要基础，作为人类文明的重要支柱，数学科学在很多重要的领域中已起到关键 
性、甚至决定性的作用。数学在当代科技、文化、社会、经济和国防等诸多领域中 
的特殊地位是不可忽视的。发展数学科学，是推进我国科学研究和技术发展，保障 
我国在各个重要领域中可持续发展的战略需要。高等学校作为人才培养的摇篮和基 
地，对大学生的数学教育，是所有的专业教育和文化教育中非常基础、非常重要的 
—个方面，而教材建设是课程建设的重要内容，是教学思想与教学内容的重要载 
体，因此显得尤为重要。 

为了提髙髙等学校数学课程教材建设水平，由武汉大学数学与统计学院与武汉 
大学出版社联合倡议，策划，组建21世纪高等学校数学课程系列教材编委会，在 
一定范围内，联合多所髙校合作编写数学课程系列教材，为高等学校从事数学教学 
和科研的教师，特别是长期从事教学且具有丰富教学经验的广大教师搭建一个交流 
和编写数学教材的平台。通过该平台，联合编写教材，交流教学经验，确保教材的 
编写质量，同时提高教材的编写与出版速度，有利于教材的不断更新，极力打造精 
品教材。 

本着上述指导思想，我们组织编撰出版了这套21世纪高等学校数学课程系列 
教材，旨在提高高等学校数学课程的教育质量和教材建设水平。 

参加21世纪高等学校数学课程系列教材编委会的高 校有： 武汉大学、华中科 
技大学、云南大学、云南民族大学、云南师范大学、昆 明理工 大学、武汉 理工大 
学、湖南师范大学、重庆三峡学院、襄樊学院、华中农业大学、福州大学、长江大 
学、咸宁学院、中国地质大学、孝感学院、湖北第二师范学院、武汉工业学院、武 
汉科技学院、武汉科技大学、仰恩大学(福建泉州）、华中师范大学、湖北工业大学 
等20余所院校。 

高等学校数学课程系列教材涵盖面很广，为了便于区分，我们约定在封首上以 
汉语拼音首写字母缩写注明教材类别，如：数学类本科生教材， 注明： SB ; 理工 
类本科生教材， 注明： LGB ； 文科与经济类教材， 注明： WJ ; 理工类硕士生教材， 
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习题，本书的末尾对部分习题给出了提示或解答要点，供读者参考。本书的第5章 
介绍了拓扑线性空间的基本概念，这一章的内容不是本科生教材必须包含的内容， 
可以作为有兴趣的读者的阅读参考。 

本书在编写过程中，参考了国内外一部分同类教材。在此，对这些文献的作者 
表示感谢！ 


作者 

2010年10月 



泛函分析是现代数学的一个较新的重要分支。泛函分析综合应用分析的、代数的 
和几何的观点和方法，研究无限维空间和这些空间上的线性算子。这些空间通常是由 
满足某些条件的函数或数列构成，并且在其上赋予了具有内在联系的代数和拓扑结 
构。例如，区间 [ a ，6] 上的连续函数空间 C [ c /， 幻和 p 次方可积函数空间就是 
这样的空间。类似这样的空间在数学的各个分支会经常遇到。泛函分析的一部分内 
容是空间的一般理论、包括空间的基本性质、空间的结构与分类等。泛函分析的主 
要内容是线性算子的理论，例如线性算子的有界性、线性算子的谱理论等。 

泛函分析的一个特点是高度的概括性。在泛函分析中，将一些具有共性的空间 
抽象为一类空间，研究这类空间以及这类空间上的线性算子的一般性质。例如，在 
机械求积公券的收敛性和 Fourier 级数的发散性等问题中，都牵涉一个本质上相同 
的问题，就是算子序列的一致有界性。关于这类问题在泛函分析中有一个重要定 
理，就是一致有界原理（即共鸣定理）。这个定理是在抽象 Banach 空间上关于算子 
族一致有界性的一般结论。由于泛函分析的高度概括性，使其具有的另一个特点就 
是应用的广泛性，在一般空间上的研究结论，可以应用到各个具体空间的情形。本 
书给出了泛函分析应用的一些例子，但由于篇幅的限制，在这方面不可能充分展 
幵。泛函分析的概念与方法已经渗透到数学的各个分支，如微分方程、积分方程、 
概率论、抽象调和分析、计算数学等，并且在物理学和许多工程技术中得到广泛应 
用。 

泛函分析的理论是在无限维空间上展开的，无限维空间与有限维空间特别是欧 
氏空间在有些方面是类似的，因此泛函分析的有些概念来源于与欧氏空间相关概念 
的类比。在学习泛函分析的时候，注意与欧氏空间的情形进行比较和对照，当然有 
利于对泛函分析内容的理解。但更重要的是无限维空间与有限维空间有本质的不 
同，前者远比后者更复杂多样，因而无限维空间上的分析理论远比有限维空间上的 
更复杂、更丰富。正因为此，使得泛函分析成为与经典分析不同的独立分支。 

如上所述，泛函分析的概念与方法已经渗透到数学的各个分支，因此掌握泛函 
分析的基础知识，对于数学各专业的学生而言是十分必要的。作为本科生的教材， 
本书介绍泛函分析的基础理论。在内容结构安排和叙述上尽力做到简洁清晰，增强 
可读性。注意引导性的论述，以帮助读者对概念和定理的理解。本书配备了较多的 
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注明： LGS ， 如此等等，以便于读者 K 分。 

武汉大学出版社是中共中央宣传部与国家新闻出版署联合授予的全国优秀出版 
社之一。在国内有较高的知名度和社会影响力、武汉大学出版社愿尽其所能为国内 
高校的教学与科研服务。我们愿与各位朋友真诚合作，力争使该系列教材打造成为 
国内同类教材中的精品教材，为高等教育的发展贡献力量！ 

21世纪高等学校数学系列教材编委会 

2007年7月 
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第1章距离空间与赋范空间 


在数学分析和实变函数中我们熟知的欧氏空间 R ” 具有丰富的结构.一方面，在 
R " 上定义了任意两点之间的距离，由此导出 R " 的拓扑结构，可以在 R ” 上讨论极限 
与连续等.另一方面，具有代数结构 . 是一个线性空间，并且对其中的每一个 
向量赋予了一个范数(模） . 泛函分析中研究的距离空间和赋范线性空间，通常是由 
一些满足某些条件的函数或数列构成，这些空间分别在上面提到的两个方面类似于 
欧氏空间 R ' 

本章将对距离空间和赋范线性空间进行一般讨论，介绍一些常用的空间，并且 
讨论这些空间的基本性质. 

§ 1.1 距离空间的基本概念 

1.1.1 距离空间的定义与例 

今后总是分别用 R 和 C 表示实数域和复数域.实数域和复数域统称为标量域， 
用 K 表示.即符号 K 可能表示 R , 也可能表示 C . 

在数学分析和实变函数课程中，我们已经熟知，对 R " 中任意两点= 
Cxj … * x „) 和 y = 可以定义 a : 与 y 的距离 

d ( x 9 y ) = (2 \xi ~ y \ z ) T . (1.1.1) 

i=l 

这样定义的上的距离具有以下 性质： 

(1) 非负性： d (. Xyy ) ^ 0, d ( x 9 y ) = 0当且仅当 x = y . 

(2) 对称性： d ( sX 9 y ) = diyyx ). 

(3) 三角不等式: dix ^ y ) ^ d ( x 9 z ) + diz 9 y ). 

如果考察 R " 中关于邻域、开集、闭集、极限和函数的连续性等概念，就会发现这 
些概念只依赖于 R " 上的距离，一些相关结论的证明只用到了距离的上述性质 （1) 〜 

(3) •这个事实启发我们，若在一个给定的集 X 上，以某种方式定义了满足上述性质 
(1) 〜 （3) 的距离，则可以与在 R ” 上一样建立类似的理论.另一方面，在数学的一些 
领域中也常常需要用到这方面的理论.正是由于这种理论和应用上的需要，就产生 
了距离空间的理论. 

定义 1.1.1 设 X 是一非 空集. 若对任意: r ,： yeX ， 都有一个实数以 x ,； y ) 与之 
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对应，满足： 

(1) 非负性： d (, x 9 y ) ^ 0, cKx ， y ) = 0 当且仅当 x = y ; 

(2) 对称性: dix ^ y ) = cKyyx ) ; 

(3) 三角不等式: d(x 9 y) ^ dixfz) + cKz 9 y) 9 

则称函数 d 是X上的距离，称以: r,：y) 为: r 与: y 的距离.称X按照距离 d 为距离空 
间（或度量空间），记为（X， d). 

在不会引起混淆的情况下，（X， W 可以简写为 X. 

例1 欧氏空间 K' 上面已提到欧氏空间 R ”. 这里将 R ” 和 C ” 一并考虑.设 
K" = {ixi 9 x 2 »••• s X] ,x 2 ，…， ； 6 K}. 


对任意 o：,：y€K% 按照式 （1.1.1) 定义 d(:c，：y)， 则 d 满足定义 1.1.1 的条件，因而 d 是 
K" 上的距离， K" 按照这个距离成为距离空间.当 K = R 或 C 时，相应的 R" 和 C w 分 
别称为实《维欧氏空间和复 n 维欧氏空间.对任意 x，：y6K ", 若令 

fl 

d r (,x,y) = 2 \ x i ~~ yi\ » d 2 (jc,y) = max — 乂 | • 

i-l l < i <» 

容易验 证义和 4 也是 K” 上的距离.注意 （K% d)， ( K \ 和 （K”，4) 这三个空 
间上的距离是不同的，因此它们是不同的距离空间.由式 （1.1.1) 定义的距离称为 K" 
上的欧氏 距离. 今后若无特别申明，将 K” 视为距离空间时，其距离总是指欧氏距离. 

设£是 K" 的非空子集，则 K" 上的距离也是 K 上的距离，因此 E 按照这个距离 
也成为距离空间.称之为 K” 的子 空间. 例如，区间 0,6], [0, oo) 都是 R 1 的子 
空间. 

一般地，设 E 是距离空间（X， W 的非空子集.则 d 也是£:上的距离，因此 E 按 
照距离 d 成为距离空间，称 (E, 心 MX ， d ) 的子空间. 

例2连续函数空间 C[ a ，6]. 设 C[a，6] 是区间 [a，6] 上的（实值或复值）连续函 
数的全体.对任意 z = x(f ) , y = y(t) 6C[a，6]， 令 


cUx 9 y) = max \x(t) — y(t)\. 


容易验证 d 是 C [«, 幻上的距离，按照这个距离 C[a,6] 成为距离空间. 

例 3 数列空间 s. 设 s 是(实或复）数列: r=U f ) 的全体.对任意: r ==( x ,), 
y = (: y ;) 65 ,令 


d ( x ^ y ) — 



丄 1^ ~^1 
2 1 1 +|xf — y , I ' 


显然 d 满足距离定义的 （1) 和 （2). 由于函数 90) == 是单调增加的，因 

丄十 t 


此对于任意有 


a-\-b ^ a 

十厶 / a 

, b 

a+b 、1 + 

a + b 1 + 


「1 + w 


对任意利用式 （ i . i .2) 得到 


( 1 . 1 . 2 ) 
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" 、 I I 工 . 一 : y.l ^ v' 1 ( \ x i — z >\ ■ 1?» 一 — 乂 1 一 、 

dM = 2 , FTTR — 2 , ¥ { l+ \ Xi ^ Zi \+ 1+ \ Zi ^ yil ) 

= d ( x ， z ) -}- d ( z ^ y ), 

即 d 满足三角不 等式. 因此 d 是 s 上的距离， s 成为距离空间 • 

对于像6这样的空间中每一个元工= (A) 都是一个数列.与欧氏空间 K” 中的元 
工= (A ，0：2，… C n ) 对照，称 A 为 Z 的第/个坐标. 

例 4 可测函数空间 M (£). 设£:是中的可测集， mE < oo , M (£) 是£上 
可测函数的全体.将 M(E) 中两个几乎处处相等的函数视为同 一元. 对任意： c== 
工 ⑴， y = y ^ t ) 6 M(_E) ，令 

du<y) = \e dt - 

显然 d ( x , y )^0. 由积分的性质知道 d ( x f y )=0 当且仅当在 E±x(0 - ydt ) a.e. 
按照 M(E) 中两个元相等的规定，这表明 d(：r，：y) =0当且仅当 :c = ：y . 显然 d 满足 
对称性.利用不等式（1丄2)容易证明 d 满足三角不等式.因此3是屑(£：)上的距离， 
按这个距离 M(E) 成为距离空间. 

例 5 离散距离空间.设X是任一非空集.令 

f0 ，x = 

d ( x ， y ) = { Xjy ^ X . 

U ， 

则 d 是 X 上的距离.称 （X, d) 为离散距离空间. 

例5表明对于任一非空集X ,总可以在 X上定义某种距离使之成为距离空间. 
而例1表明我们还可以用不同的方式在X上定义距离.但随意定义的距离不见得有 
什么实际意义.在泛函分析中常用的空间一般是由满足某些条件的函数或数列构成 
的.在这些空间上定义的距离常常是为了描述和研究序列的某种收敛性.本节后面 
的例6和例7就是这方面的例子. 

在§ 1.2 中将要讨论的赋范空间也是一种距离空间，那里我们将会看到更多的 
例子. 

设X是一距离空间.利用X上的距离可以定义集与集的距离.设 A,B 是X的非 
空子集.定义 A 与 B 的距离为 

diA 9 B ) = ini { d ( x 9 y ) 

特别地， 若: ceX ， 称 dU，A) = inf { d ( x 9 y ) :：y€A} 为: c 与 A 的 距离. 

设 A 是距离空间X的非空 子集. 若存在0：。€龙和 M >0, 使得对任意: r6A 有 
dU f x 0 )< Mr 则称 A 是有界集. 

1.1.2 序列的极限 

若 （A } 是距离空间X中的一列元，则称 { a } 是X中的序列（或点列).在距离空 
间中，由于定义了元与元之间的距离，因此可以像在欧氏空间 R” 上一样，定义序列 
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的极限. 

定义 1.1.2 设是距离空间 X 中的序列，： tGX . 若 

lim cKx n fJo ) = 0, 

则称 { x „} (按距离）收敛于 X ，称； c 为 {: c „ 丨的极限，记为 [ im : c „ = : r ， 或 — a : ( w -^ oo ). 

ir~»co 

例 6 中的序列 { x w } 按距离收敛于: t 等价于函数列 UJt )} 在 0,6] 上一 

致收敛于函数 rG ). 

证明由 CO ,6] 中距离的定义， 

dix „ , x ) = max |工„(【）一 j :(0| . 

因此 —0 当且仅当 max 一 xU )| — 0_这相当于 { x „(«)} 在 [ c /，6] 上一 

致收敛于函数 * rG ). ■ 

例7 在可测函数空间 M ( E ) 中，序列 Ud 按距离收敛于： c 等价于函数列 
依测度收敛于函数 x “). 

证明令/” ⑴ 、 H :) d | > 1>. 若 U „ u )} 依测度收敛于: rU )， 

则当 M — oo 时 

0 < mE { f n ^ e ) < m £( |> e ) 0. 

故 {/«} 依测度收敛于 0. 注意到0</„(0<1，利用有界收敛定理得到 

Iimc /( x w > j ：) — lim f n dt = 0. 

ooj E 

反过来，设 cl ( x „ 9 x ) 0. 对任给的 e > 0, 当 ” — oo 时，我们有 

? wE ( | x ” — x |> e ) = mE (/” > ，:) 一 O . 

因此 x „( t ) 依测度收敛于 x ( t ). ■ 

容易证明，在数列空间 s 中按距离收敛等价于按坐标收敛.这就是说，如果 

•2：°° = Cx[ n) , 4 ”>，…），X = (Xi yX 2 >•'•)* 

则 c / Oc 00 , x ) — 0的充要条件是对每个1，2, …，有 ：^ —A ( n — co ). 这个结 
果的证明留作习题. 

上面的例子表明，不同空间中的序列在不同意义下的收敛，通过定义适当的距 
离，可以归结为距离空间中序列的按距离 收敛. 这样，对一般距离空间中关于序列 
收敛的讨论，所得结果可以应用到各个具体的距离 空间. 这是泛函分析的高度概括 
性带来的应用的广泛性的一个例子. 

称距离空间 X 中的序列 { A } 是有界的，若存在 X 。 ex 使得成^ ， 為）<> 1〉. 
定理 1.1.1 在距离空间中 ，有： 

U ) 收敛序列的极限是唯一的. 

(2) 收敛序列是有界的. 
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(3) 若{心}收敛，则 { a } 的任一子列也收敛于同一极限. 

证明 （1) 若 t ， jc„ y •则 

0 ^ d(jc 9 y) ^ d(sc M f x) -f- d(x n f y) -► 0(n -► oo), 

故 Why ) =0,从而工 (2) 和 （3) 的证明留给读者. ■ 

定理1丄2 距离函数 dCc ,： y ) 是两个变元的连续函数.即当 A — X ，％— ： y 时， 

d{x n ,y„) -► d(x 9 y), 

证明对任意 x ，： y ，2： GX , 由三角不等式得到 

dix^y) —dCz,y) ^ d(.x,z). 

同样 

dCz ， y) — cKx^y) ^ d(z^x) = d(xyz). 

因此 |< i ( o :，： y ) — (之，3»)| < dix ^ z ). 于是当 n -► oo 时， 

\dix nf y tt ) —cKxjy)\^ \cKx a9 y a ) — d(.x,y n )\ - {- \d(.x,y n ) — d(x 9 y)\ 

< d(x H ,x) -\~d(y n9 y) -*■ 0. 

从而 cKa ，；^) — < i (: c ， 30 . ■ 

本节引入了距离空间，并且定义了距离空间中序列的极限.在本章以后各节， 
将结合一些经典空间的例子，继续关于距离空间的讨论. 

§ 1.2 赋范空间的基本概念 

我们熟知的欧氏空间 R n 不仅具有距离结构，而且具有代数结构. R ” 是一个线 
性空间，并且赋予了每个向量一个范数（即向量的模）.本节将引人賦范空间.赋范 
空间是对其中每个向量賦予了范数的线性空间，而且由范数导出的拓扑结构与代数 
结构具有自然的 联系. 与距离空间相比较，赋范空间在结构上更接近于 R ”. 

1.2.1 线性空间 

先回顾一下线性代数中关于线性空间的定义及相关概念. 

定义 1.2.1 设； C 是一非空集， K 是标量域•若 

I 在 X 上定义了加法运算，即对任意 x ，： yeX ， 对应 X 中一个元，记为 : r + ： y ， 
称为工与: y 的和，满足： 

( 1 ) x + y = y-{- X} 

(2) (x + ： y) + 之 = x + (jy + 之）； 

(3) 在 X 中存在唯一的元 0( 称之为零元），使得对任意 16 义，成立 i + 0 = x ; 

(4) 对任意 xG X ， 存在唯一的 ^： X 使得 x -\- = 0. 称 f 为 i 的负元，记为 

—X. 

n 在 x 上定义了数乘运算，即对任意 zex 和 a eK ， 对应 x 中一个元，记为 cu ：. 
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称为 a 与 x 的数积，满足(设 x,yeX)： 

(5) la : = Xi 

( 6 ) a (fix) — (afl)xt 

(7) ( a + P)x = aj : + j 3 x j 

(8) a(x-h y) = ax ay, 

则称 X 为线性空间（或向量空间），久中的元称为向量. 

当标量域 K = R 或 C 时，分别称 X 为实线性空间和复线性空间. 

设 E 是 X 的 子集. 若£对乂上的加法和数乘运算封闭，即对任意: r ,^ e £ :和 
m^x-hyeE, axeEy 则£:本身也是一个线性空间，称为 X 的线性子空间. 
设 A ，: r 2 ，…， a 是 X 中的一组 向暈. 若存在不全为零的数々，々，… ， a n eK , 使得 

+ «2 工 2 H -= 0, 

则称向量组: Ti , X 2 ，…，是线性相关的.若向董组:^ C 2 ，…， A 不是线性相关的，则 
称 : Ci tX 2 , — , x w 是线性无关的. 

若 X 中的线性无关向量组的向量的个数最多为；2,则称 X 为 a 维的，记为 dimA ： 
= n •若X 中的线性无关向量组的向量的个数可以任意大，则称 X 为无限维的，记 
为 dimX = oo . 

设 X 为 n 维线性 空间. 若 q ， q ， …，是 X 中的一个线性无关向量组，则对任意 
■ rEX ， J ： 可以唯一地表示为 q ， e 2 , …， e n 的线性组合 ， BP 

工 = a\e x +a 2 e 2 + … -\-a n e n9 

其中 a i ， a 2 > y° n & K . 称 ei ， 妓2， …， e •为的一组基，称 (》 i ， a 2 ，…， or ”） 为 《 r 关于 
基 q ， e 2 , …， e n 的坐标. 

例如，在欧氏空间 K ” 上定义加法和数乘运算如下： 

( 工 1 ，工 2 ， … ，工 》) + ( ： yi ，火 ，…，= ( 工 1 十夕 1+% ， … ，工 ” +%)， 
a(ar, ,x 2 =( 叫 ， a ： r 2 ， … ， ax” ） ， a^K, 

则 K " 成为 7 i 维线性空间 • 特别地，分别称 R ” 和 C " 为实 n 维欧氏空间和复 n 维欧氏 
空间.向童组 

e x = (1, 0, 0,… ， 0 )， 

e 2 == (0,1 , ()，••• ，0) ， 

• 9 

• • 

籲 • 

€„ == (0,…，0， 0,1), 

是 K " 的一组基，称为 K ” 的标准基. 

设 x ， y 是线性空间，其标量域为 k ， 了: x — y 是一映射.若对任意:和 
a ，/3€ K 成立 

T(.axi + 知 2 ) =: aTx x + PTx 2 » 

则称: T 为 X 到 Y 的线性算子. 
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设£：是线性空间 X 的非空子集.令 span (£：) S £： 中的元有限线性组合的全体，即 
span(E) = | t , x 2 ,••• 9 x n ^E 9 Ai , X 2 ,***,A n ^K, n = 1 9 2, … j. 

容易验证 span(E) 是包含 £ 的最小线性子空间，称之为由£张成的线性子空间. 

在泛函分析中经常用到下面两种类型的线性空间. 

例1 数列空间.设 s 是(实或复）数列的全体.在 s 上定义加法和数乘 如下： 

，工2，…）+ ( yi ，: y 2 ，•••）=(工1 -h y \ ， x 2 +: y 2 ，•••）， 

( 1 . 2 . 1 ) 

a(j：i ,x 2 *•••) = (aj：i ， a ： r 2 ，•••），af K. 

容易验证按照这样定义的加法和数乘运算， 5 成为一个线性空间.令 

e , = (0，-",0，1，0,…），/ = 1，2,…. 


则对任 意”多 1, 是一个线性无 关组. 因此 s 是无限维线性空间. 

例2 函数空间. S £： C ： R ” 为一非空集， X 是定义在£：上的函数的全体.对任 
意 x ,： y € X 和定义 

(x + y) (t) = x(t) + y(t) 9 (ax)(t) = ax(t)(t^E). (1.2.2) 

容易验证，按照这样定义的加法和数乘运箅， X 成为一个线性空间. 

泛函分析中常见的线性空间都是上述两类空间的子空间.这些空间上的线性运 
算分别由式 （1.2.1) 和式 （1.2.2) 定义. 

设 X 是线性空间，匚 X , A 6 K . 记 

AA = {Az • x ^ A } t 
A-\-B = {x + y ijo^Ayy^B}. 

特别地，若工。记 • To + A ={ j ： c ) + a ::： j ： eA >. 称 AA 为 A 的倍集，称 A 十 B 为 
A 与 B 的（线性）和集. 

1.2.2 賦范空间的定义与例 

定义 1.2.2 设 X 是一线性空间，其标量域为 K . 若对任意: reX , 都有一个实 
数 IUII 与之对应， 满足： 

(1) 非 负性： IUII > o , 并且|| 1 || = 0当且仅当：*： = 0 ; 

(2) 绝对 齐性：|| ax II - | a || U ||( x 6 X , a 6 K )； 

C 3) 三角不 等式 ： Hx + ^ll ^ H ^ II - fll ^ lK ^^6 X ), 

则称函数 IHI 为 x 上的范数，称 IUII 为工的 范数. 称 x 按照范数1卜||为赋范线性空间 
(简称为赋范空间），记为 （ x , INI ). 

在不会引起混淆的情况下，（ X , 11.11) 可以简记为 X . 

注1 关于范数成立不等式 

% 

It) ^II — II ^ III ^ — y\\f ^fy^X. 


(1.2.3) 
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事实上，由范数的三角不等式得到 

|| x || = || x — : v + y II < II j II + II y II ， 

I! y II = 11 y — x + x || < || ；y — x || + II 工 II = II: — ：y II + II 文 II. 

由以上两式得到 

II 工 11 一 ll«y 11 < II: —II ， ll：y li — II 工 II < II: —：y II. 

因此式 （1.2.3) 成立. 

设 ( X , 1卜11)是赋范空间.令 

d ( x ^ y ) = llx — ^ II * oc ^ y ^ X . 

容易验证 d 是 X 上的距离，称为由范数导出的距离.今后总是将赋范空间按照这个 
距离视为距离空间. 

由于賦范空间也是距离空间，因此关于距离空间成立的结论，在赋范空间中也 
成立.但陚范空间比距离空间具有更丰富的结构，因此赋范空间的理论更丰富、更 
细致. 

设 { xj 是赋范空间 X 中的序列，若 r || — 0,则称 {&} (按范数）收 
敛于工，记为 limA = : r 或：!：„ -► — oo ). 显然，按范数收敛与按由范数导出的距 

n-^oo 

离收敛是一样的. 

并非每个线性空间上的距离都可以由一个范数导出.实际上容易证明，线性空 
间 X 上的距离 d 可以由 X 上的一个范数导出的充要条件是 d 满足： 

(1) d ( ax ,0) = \ a \ dU ,0) Cr ^ X , afK )? 

(2) d{x + z,y + z ) == d ( x 9 y ) ( x 9 y 9 z ^： X ). 

例如 § hi 例 3 中 s 上的距离不满足上述条件 （1)， 因此该距离不能由 s •上的范数 
导出. 

定理 1.2.1 设（ X ， IMI ) 是賦范空间 .则： 

(1) 范数 IHI 是 X 上的连续函数.即当心―工时， || x „ ll - Hxll . 

(2) X 上的加法和数乘运算是连续的.即对 X 中的任意序列{%}，和标董 
序列 { a „}， 若； x 9 y n — ： y ， or „— a ， 则 

Xn + y n X + y , anXn OX . 

证明 （1) 设 a — 则 | U — 工|| — 0. 由式 (1.2.3) 得到 

III:” II 一 II 工 II 丨 < llx" — 工 II — 0. 

因此 llx , II - lull . 

(2) 设 -► : c ，： y „ — ： y •则 

II 工 ” + 3»” 一（工 + ： y) II < II x, — x || + II > II -► 0. 

因此 A + 氕 — x + ： y . 设叭一则存在 M >0 使得于是 
当” — oo 时 

II a n^H — IK II a„x n — a m x || -^\\a n x — ax || < |a„| \\x n 一 ：r || + \a„—a |||a:|| 
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< M \\ x n — II + \ a n —a | lU || — 0. 

因此 a n x n ax . ■ 

例 3 欧氏空间 K \ 在 K ” 上定义 

丄 

||x|| = ( 名 I 工 .I 2 )， x = ( 工 1 ,o ： 2 ， … ， : r n ) 6K' 

则 11.11 是 K ” 上的 范数. 按照这个范数 P 成为赋范 空间. 由这个范数导出的距离就是 
K” 上的欧氏距离.此外，若令 

n 

II ^ Hi = 2 l X/ l » H^llz = max \xi\ * 

,=i ⑹在” 

则容易验证 IMh 和 IMU 也是 K ” 上的 范数. 注意 K ” 按照不同的范数所成的赋范空间 
是不同的赋范空间. 

例 4 空间 C [ d ，6]. 设是§13例2中的连续函数空间.按照函数空间 
的加法和数乘运算， C [>，6] 成为线性空间.定义 

\\ x \\ = max | x (0| > x ^ C [_ a , b ]. 

则1卜 II 是 C [ fl , 幻上的 范数. 按照这个范数 c [ a ,6] 成为赋范 空间. 由这个范数导出的 
距离就是§ 1. 1例2中定义的 距离. 

例 S 空间 c 和 c D . 设 c 是收敛的（实或复）数列的全体.按照数列空间的加法和 
数乘运算， c 成为线性空间.令 

II 工 II = sup | x ,| , X = ixi »a：2 *•■•) 

则1卜11是 C 上的范数.设^是收敛于 o 的（实或复）数列的全体.显然 1 MI 也是 C 。 上的 
范数. 

一 般来说，设( X ， |卜1|) 是赋范空间， E 是 X 的线性子空间.则 E 按照范数1卜|| 
也是一个赋范空间.称 E 为 X 的（线性）子空间.以后若无特别申明，赋范空间的子 
空间总是指线性子空间. 

例如，上述例5中的 c 。 是 c 的子空间. 

例6 可积函数空间 L [«,6]. 设 L [ a ,6] 是区间 [ tz ，6] 上的 Lebesgue 可积函数 
的全体.按照函数空间的加法和数乘运算， L [ a ， 幻成为线性空间.将 Lj >，6] 中的两 
个几乎处处相等的函数不加区别地视为同一元.对每个 /€ L [ fl ，6]， 令 

ll/lli = | 1/ 1 dx, 

则 INI , 是 L [«，6] 上的范数.在 §1.3 中我们将讨论更一般的情形，/>次方可积函数 
空间 

例7空间 VT “， 幻与设/是定义在区间 [ a ，6] 上的（实或复值）函数. 
若存在 M > 0,使得对于 [ a ，6] 的任一分割 ?r :a = a :。 < a <… < x „ = b ， 总有 

rt 
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则称/是 [ a ，6] 上的有界变差函数•称 

VX /) = sup ^ 1/() — /( x ^, )| 

a K i-i 

为 / 在 0,6] 上的全变差. [a， 幻上的有界变差函数的全体记为 vt>,6]. 设/, gev[a,6]. 
对于区间[〜幻的任一分割？ T W = JT。 < A <…< X w = 6，有 


n 

2 1/( 工 《) + g (工 i) — fix —i 〉一 g ( 工 — 1〉| 
i = l 

德 n (1.2.4) 

< 21/( 怎 一 /( 工卜1)1+ 土 I〆 工 <)— g (工一 i ) i < v (/) + v < g ). 

.-=i .*1 a a 

因此 /+g€V[>,6]. 这说明 V[a,6] 对加法运算封闭.显然 VTa,6] 对数乘运算也是 
封闭的 • 因此 V[>，6] 按函数空间的加法和数乘运算成为线性 空间. 在 V[«，6] 上定义 

ll/ll = |/(a)|+V(/) f feVLa^b]. (1.2.5) 

a 

我们验证 INI 是 V \_ a f b ] 上的范数. 


(1) 显然眇 II 彡0并且当/=0时，||/|| = 0. 反过来，若以11 = 0,则 |/( a )| + 
VW = 0. 因此/在0,6]上必为常数并且/00 =0. 从而 / U ) = 0 Crel >,々： l ). 因 

a 

此 / = 0. 

(2) l | a /|| = |«| 11/11 是显 然的. 

(3) 设 /4 en a ，^ a 在式 （1,2,4) 中对所有分割； r 取上确界得到 


V (/+^ r )< V (/)- f - V (^). 

a a a 

由此得到 II/+ 尽 IlSIini + llgll. 

因此由式 （1.2.5) 定义的函数|卜 || 是 VTa ，6] 上的范数.特别地，令 
Voia . dl ^ {/€ V [ a ,6] i /( a ) = 0, /在上右连续 }• 

则 K [ a ， 6 ] 是 V [ a ，6] 的线性子 空间. 由于当时， / U ) = 0. 因此作为 
V [ a 9 dJ 的子空间，上的范数是 VII = VCf ). 

a 

例空间 c u > ( n ). 设 r 2 是 R " 中的有界闭集，具有连通的内部 ，々是 非负整 
数， c < w ax ) 是在上具有直到々阶连续偏导数的 ri 元函数的 全体. 则 0^(0) 是线 
性空间 • 非负整数的 有序” 元组 a = Ot , 称为一个 n 重指标，记 ja | 

= + a 2 + … - fa „. 

DV — 一 广 1 f __ . 

J dx a ^ dx a 2 ^^ dx a ^ 

补充规定 D Q / = / .对于 fix ) — /< Xi ，: c 2 ，…， : c ”） ⑺），令 


ll/ll = r ^^ x|Da/Cx)| - 

则可以验证 IM 是 c k} cn ) 上的 范数. c ⑴ cm 按照这个范数成为赋范空间. 
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§1.3 L p 空间 

1.3.1 空间 l / U < p < oo } 

在分析中最常用的一类赋范空间是 L p 空间. 设£是化中的可测集， l </)< oo .若 
/是 E 上的（实值或复值）可测函数，并且 |/ r 在 E 上是可积的，则称/在£：上是夕 
次方可积的. E 上的 > 次方可积函数的全体记为 L P ( E ). 

由于当〜6€仄时 

|a + 6 l p < (2 max (| a | , |6| ) )^ < 2^ ( | a |"+ |6 广）， 

因此当时 

|/U)+gOr)| p <2U|/(a:)| P + \gU)\ p ) 

从而 / + g ^ I /(£：). 又显然当 aGK 时， a /6 l /(£：). 因此 L P ( E ) 按函数的加法和 
数乘运算成为线性空间.我们规定，将中的两个几乎处处相等的函数不加区 
别地视为同 一元. 特别地，若/=0 3^.于£:,则将/与 L P ( E ) 的零向量即恒等于零 
的函数视为同一向量. 

对每个 / ez /(£)， 令 

\\f\\p = (J £ \f\ p dxY. (1.3.1) 

称 II / IU 为/的 A 范数 • 下面证明 IHp 确实是 !/(£) 上的范数.为此先证明几个重要 
的不等式. 

引理 1.3.1 ( Young 不等式）设1<夕， gCoo 并且士 +丄= 1. 则对任意实数 

P Q 

a ，6 > 0，有 

^ ^ . 

P q 

其中等号成立当且仅当 V = V . 

证明设 : y = < p ( x ) 是 [0, m ) 上的严格单调增加的连续函数，并且 9 ( 0 ) = 0, 

: r ==^： y ) 是其反函数.设 A ， B 是图 1.3.1 中的两个曲边三角形的面积.由图 1.3.1 可 
以看出 

ab A -j- B = ^(ar)cLr-f- [ (1,3.2) 

Jo Jo 

其中等式成立当且仅当 6 = < p ( a ). 特别地，取 < p ( x ) -分' 则- y 心= 
y - 1 . 代人式 （1.3.2) 得到 

ab < fV 一 1 七 + py-i^ = ^ -f 

Jo J 0 p q 
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图 1.3.1 


其中等式成立当且仅当6 = ?Ca) = a"' 1 ，即V = 6' ■ 

引理 1.3.2 < H6lder 不等式）设 1 < />， g < oo 并且士 + 丄 = 1. 若 / e !/(£：)， 

P <1 

g ^L\E ) 9 m/geLHE ^, 并且 

\ E \fg I dx < (J £ |/|Mx) 士 (L \g\ 9 dx)\ ( 1 . 3 . 3 ) 


用/ > 范数的记号表示就是 ll/> < ll/ll, 11^ II,. 

证明若 ll/b = 0 或 Hgll 9 = 0,则 / = 0 a . e . 或 g = 0 a . e . 此时式 （1.3,3) 显然 

成立. 现在设 ll / IU >0, }] g ]\ q >0. 对任意: 对“ = 和办应 


用 Young 不等式得到 


|/(x)g(x)| < \fCx)\ p , |g(x)l 9 

\\f\\ P \\g\\ q ^ PlI/IIJ 十 


ueE ). 


两边积分得到 


l/rdx+ rat；L 如 = i+i = h 

由此得到 J^|/dd：r<||/Mg|| 9 . 此即式 （1.3.3). ■ 

当多 =g = 2 时， Holder 不等式变为 Cauchy 不等式，即 

| E |/g I dx < (J^ |/l 2 dx) T (J^ \g\ 2 dxY. 

注 2 由 Yoimg 不等式成立的条件和 H6lder 不等式的证明可以看出，若 Hdlder 
不等式中等号成立，则存在不同时为零的非负常数^和 C 2 , 使得 G |/1 〃=Q |g | 9 
a.e . 于 E. 反过来，设存在不同时为零的非负常数。和 C 2 , 使得(^|/广=(： 2 
a.e. 于 E . 不妨设 C , >0. 我们有 

| £ \fg I d:r = | E (CPG ) p lg| ’ I 尽 I dr = \g\ q dx 

=(| E Cr l G|^| , dr) <> (|^ | 《「 dr)* = ( f |/|’dx)' (L [^1^) \ 
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因此，在 H 6 lder 不等式中，等号成立当且仅当存在不同时为零的非负常数 G 和 C 2 ， 
使得（： 1 |/「=(： 2 |容|\ € _于1；, 

引理 1.3.3 ( Minkowski 不等式）设 1<々< oo , /,尽•则 

(J e \ f + g \ P d^) P < (J e + (|^ \ g \ p dx ) P . (1-3.4) 

用 P 范数的记号表示就是 l \ f ~ hg \ l P < ll / ll , + i \ gH P . 

证明当 p = 1 时，式 （1.3.4) 显然成立.现在设 p >\. 我们有 

| £ \ f ~\~ g\ P dx = \f + g \ |/+#|’ -1 dr 

< | e I/I |/ 十发 | 卜 1 dr + J £ \g\ \f-\- g\ p " x dx. 

令 q = ：^， 则 | + 丄 ==1. 对上式右边的两个积分应用 Hslder 不等式得到 
夕 一 1 p q 

1/4- < ll / ll P ( £ I/+/H k ’ cLr ) 9 十 II 发 || p ( £ |/+ g |( p ’ dr )* 

=(11/11，+ 11 gll P )(J £ \f-\~ g\ P dxY . 

当 h \ f + g\ P dx = 0 时，式 （1. 3. 4) 显然成立，当 \f + g\ p dx > 0时，用 

(L \ f + s \ p <^ y 除上式的两边得到 

(| E |/+ grdx ) l4 <||/||, + || g ||,. 

注意到 1 — 丄=士，因此上式即式 (1.3.4). _ 

Q P 

定理1.3. 4 当1 <户 < oo 时，由式 （1.3.1) 定义的|卜||,是 I / CE ：) 上的范数， 
L \ E ) 按照范数 IMU 成为赋范空间. 

证明显然对任意/€!/(»，||/||, >()• 由积分的性质，11/11, =0当且仅当/ = 0 
a . e . 于 E ， 按照 ！/(£) 两个元相等的规定，这表明== 0当且仅当/= 0. 显然 
11^/11, = | a | ll / ll , C «6 K ). 而 Minkowski 不等式表明 ||.|| p 满足三角不 等式. 因此 
IM | p 是 !/(£：) 上的范数._ 

L p dE ) 中的序列 {/ J 按范数收敛于/也可以记为 / B -^/( n - oo ). 

注3 若0 < miE ) < oo , f n — ^ f { n -* oo ) •贝！1 

^ E ) I £ l /»-/ l ^ = ^) II /»-/ II；-o u 一 oo ). 

这表明 I 人一 /卜在£上的平均值趋于 o . 因此 I /( E ) 上的按范数收敛又称为次方 
平均收敛.此外还可以给出/„^/的几何 意义. 考虑一个简单情形 • 设人和/都 
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是[>，幻上的连续函数，则当 /„ A / 时， 

|/« —/|da: = ||/ n 一 /lli — 0 O — oo). 

这相当于介于曲线 3 / = f n U ) 和 ：y = fix ) 之间的图形的面积趋于 0. 

定理 1.3.5 设 l < p < oo , /„， / ei /( E ). 若则 {/；} 依测度收敛 
于 /• 

证明设 II 八一 / II , — 0 . 对任意 e >0 , 当 n — oo 时，我们有 

m£(|/.~/!>€)=mE<|/ w -/r>eO<prJ E \f n -f\ P ^c 
=古11八 一 /IIJ —0. 

因此</，}依测度收敛于 /. ■ 

推论 1.3.6 设 l < p < oo , / n ，/ e z /(£：). 若/„上/，则存在 {/„} 的一个子 
列 <八}使得八 —/ a . e . 

1.3.2 空间 ！/"(£：) 

设 E 是 R " 中的可测集.称£上的可测函数/是本性有界的，若存在 M >0, 使 
得 j /|< Ma . e •于 E ， 即存在零测度集£:。(=£：，使得当： c6 £— 私时， |/ Cc )|< M . 
E 上的本性有界可测函数的全体记为1^(£).显然 L -( E ) 按函数的加法和数乘运 
算成为线性 空间. 将中的两个几乎处处相等的函数不加区别地视为同一元. 
对任意 / eP (£)， 令 

li/IU = inf (M * |/|<Ma.e. }. 

称 II /1 U 为/的本性最大模.下面证明 ll * IU 是1/°(£)上的范数. 

首先注意，对任意/61/°(£：)，成立 

|/I<II/IU a.e. 

事实上，对任意正整数存在可测集氏，使得 m ( E n ) = 0并且 

l/U)|<ll/IU+ 丄， xeE\E n . 

n 

令£。=0 氏 ，则 w ( E 0 ) =0. 由于 E \ E 。 CM 艮 1 ), 因此对任意有 

it 1 —! 

|/(x)|<||/!U+l, xeE\Eo. 

n 

令”一 00 得到 l / U )|< ll / IUG ： eM £：。）. 这表明式 （1.3.6) 成立 . 若 f ， ge ： L °° iE 、， 
利用式 （1.3.6) 得到 


( 1 . 3 . 5 ) 


( 1 . 3 . 6 ) 


l/+g|< 1/(+ |g|<l!/IU+l(g[L a.e. 
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由此得到 

ll/+giu <"/ IU + lklU , 

即 IHU 满足三角不 等式. 显然对任意 / eL °°( E )，1 I/IU >0. 利用式 （1.3.6) 知道 
II/IU =0当且仅当 /=0 a . e •于 E . 按照 I / 0 ( E ) 两个元相等的规定，这表明 II/IU =0 
当且仅当/ = 0.又显然 lk/|U =卜| ll / IUUGK ). 因此 IHU 是 ！/"(£：) 上的范数， 
L ~( f ：) 按范数 IMU 成为赋范空间 .■ 

式 （1.3.6) 表明在式 （1.3.5) 中的下确界是可以达到的，即 II/IU 是满足|/| < M 
a . e . 的常数 M 中的最小的一个.下面的定理解释了为何将/的本性最大模记 
为 II/IU 

定理 1.3.7 若 m (£) < oo , 则对任意 feL °°( E ) 成立 

II/IU = lim 11/11,. (1.3.7) 

证明记 II / IU . 由式 （1.3.6) 知道 |/|< Ma . e •因此 

r 丄/•丄 

ll / ll , = (\ e \ f \ P dx ) 7 < ( J ^ MMx) 7 = M ( m ( E )) J . 

于是 E ll / ll , < HmM ( m ( E))T = M . 另一方面，对任意 0 < e < M ， 令 A = 

p-—oo p-^cx> 

£：(|/|> M — O , 则 m ( A )>0. 我们有 

ll / ll , = ( J £ 1/ TcLr) 7 > (|^ ( M - e ) M^:) 7 = ( M - e)m ( A )7. 

从而 

lim \\ f\\ p > lim ( M -£) 7w ( A)7 = M ~ e . 

令 e —0, 得到細||/||,>級这就证明了 lim ll / ll , = M ■ 

p-^oo p • 00 

设 1 <沁 g < oo 并且满足厂 1 +疒 1 = 1 ，则称为的共轭指标.其中规定， 
当户= 1 时 9 = 00 ，当/ > = oo 时 9 = 1 . 显然若 q 是 p 的共辄指标，则 P 也是的 
共轭指标.因此满足上述条件的和称为一对共轭指标. 

上面我们已经在1</>， （?< oo 并且 / ri + g-i = 1时证明了 H6lder 不等式.事 
实上 H6ider 不等式当/>= 1 , 9 = 00 或者 = g = 1 时仍然成立.例如，当 
/ era ’)， 茗 er ( E ) 时，我们有 

J E 1 /^ I dj ： < 1/1 dx 11^- IU = ll/lli IlglU . 

因此 HGlder 不等式对任意一对共轭指标都成立. 

1.3.3 空间 Ml < p < oo } 

*» 

设 X = (X„) 是（实或复）数歹 IJ . 若2 k/Cood < p <oo) ， 则称工 = (A) 是 

«= 1 
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p 次方可和的•设 "（1 ( p < oo 、 亀 p 次方可和的数列的全体，广是有界数列的全 
体. 按照数列空间的加法和数乘运算，成为线性 空间. 对任意 X = 
ujei p ，令 


114 = (Skr)^ i<p<oo, 

I 

Halloo = sup \x „\ ，/ > = OO. 

类似于 ！/(£：) 空间的情形，利用 Ymrng 不等式可以证明下面关于数列的两个重要的 
不等式： 

Holder 不等式：当 q < C . °°9 丄 + 丄=1 时 

P Q 

1 a^=l it*=l 

Minkowski 不等式：当 1 < /> ■< 00 时 

(S ： k+ yry<(t k”r )★ + (E ur )★• 

1 n=* 1 w=l 

上式即 IU + 3^<IU||,+||：yll ,. 这表明当 1</>< oo 时， HI, 满足三角不等式. 
又显然 IIHU 满足三角不 等式. 当时，|卜 | i, 满足非负性和绝对齐性是明显 
的. 因此 IHIp 是"上的范数，成为赋范 空间. 

最后我们指出，当0</><1时， Minkowski 不等式是不成立的.这时 IMU 不是 

!/(£：> 和 Z 〃上的 范数. 例如当^■时，在 P 中取: r = (1, 0, 0,…）， ；y= (0,1, 

0,…）.则 

(21工》+乂1” 2 = 2 2 > 1 +1 = (2 W ^) 2 + (念 

w=«l «=•! n=l 

在 §1.2 和 §1.3 中引入的几个赋范空间，都是泛函分析中最常见的空间.在 
后面我们将继续讨论这些空间的性质. 

§ 1.4 点集、连续映射与可分性 


1.4.1 距离空间中的点集 

在距离空间上，与在欧氏空间 R" 上一样，利用距离可以定义点的邻域、开集和 
闭集，以及距离空间之间的连续映射等.在 R M 上那些仅依赖于距离的定理，大多数 
在一般的距离空间上同样成立. 

定义 1 . 4.1 设（X，心是距离空间， X 0 ex, ACZX . 

(1) 设 e > 0. 称集 U ( x 0 , e ) = {x ^ d ( x , x 0 ) < e } 为 ： r 。 的 e - 邻域. 
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(2) 若:*:。6八，并且 存在心 的一个邻域 l / Cr 。， e ) CIA , 则称 X 。为 A 的内点. 

(3) 若 A 中的每个点都是 A 的内点，则称 A 为开 集. 

(4) 由 A 的内点全体所成的集称为 A 的内部，记为 A °. 


定义 1.4.2 设（ X ，心是距离空间， ACZX . 

(1) 设:若对任意 e >0, L 7( x 0 , e ) 中包含有 A 中的无限多个点，则称工 0 
为 A 的聚点. 

(2) 由 A 的聚点的全体所成的集称为 A 的导集，记为 A '. 

(3) 若4 / 〔4,则称 A 为闭集 • 

(4) 称 AUA ' 为 A 的闭包，记为足 
设 r >0. 以后总是记 

S ( x 0 9 r ) = {x ： cKx 9 Xq ) ^ r }. 

容易知道 C / Oc 。， r ) 和 S (: c 。， r ) 分别是 X 中的开集和闭集.因此分别称 UU 。， r ) 和 
S ( x 0 , 幻是以 X 。为中心，以 r 为半径的开球和闭球. 

下面的一些定理，其证明与 R " 中的情形完全类似，因此我们略去它们的证明. 
定理 1.4.1 (开集的基本性质）开集具有如下的性质： 

(1) 空集0和全空间 X 是开集. 

(2) 任意个开集的并集是开集. 

(3) 有限个开集的交集是开集. 

定理 1,4.2 设 X 是距离空间， ACX . 则以下三项是等价的： 

(1) x ^ A ； . 

(2) 对任意 e > 0, C /( x ,0-{ x } 中包含 A 中的点 • 

(3) 存在 A 中的序列 U „> ，使得 A 关 x(n > 1) 并且:^ — x . 

定理 1.4.3 设 X 是距离空间， AC ： X 则以下三项是等 价的： 

(1) x6A. 

(2) 对任意 e > 0, U ( x ， e ) 中包含 A 中的点. 

(3) 存在 A 中的序列 { a } 使得 a — 二 

定理1. 4 .4 设 X 是距离空间 ， A C ： 兄则以下三项是等 价的： 

(1) A 是闭集. 

(2) 是开集， 

(3) 对 A 中的任意序列 UJ ， 若4—1，则: r € A . 

定理 1.4.5 闭集具有如下性质： 

a) 空集 0 和全空间 X 是闭集. 

(2) 任意个闭集的交集是闭集. 

(3) 有限个闭集的并集是闭集， 

例1 设 E 匚[«，6].令 

A = { cr 6 C [ a ,^] s x ( r ) ^ 0, )/ t^Ej 9 
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B = : |x(^)| <T c 9 M t^ ： E) , 

其中 c >0 .则： 

Cl ) A 是 C [«，6] 中的 闭集. 

(2) 当 f ： 是闭集时， B 是 C [>，6] 中的开集. 

证明 （1) 根据定理1.4.4,只需证明 A 中的收敛序列的极限仍是 A 中的元•设 
U w } 匚 A 并且 —: c . 根据 §1.1 中例6，工„(«)在 [>, 幻上一致收敛于由于 
当时， x n U )> 0 U ^ l ) 9 因此当作芯时， xCt ) = \ imx n U )> 0 . 这表明 x 6 A . 

这就证明了 A 是闭集. 

(2) 我们证明 S 中的点都是其内点.设由于£：是闭集 ，： r = ： r ( r ) 是连续函 
数，令 013 x 11(/)1，则 MO . 令£ =(一从，则当 时，对任意 $£*, 

\yit)\ ^ j ： y ⑴一 工 ( 0 | + ⑴ | — x || + M<e + M = c. 

因此:这表明 C / CxWciiJ ， 即: r 是 B 的内点.因此 B 是开集 • ■ 

定义 1.4.3 设 X 是距离空间， AdX . 

(1) 设 EC 兄 若 Aide. 则称4在£中稠密，特别地，若 A 二 X ，则称 A 在 
X 中稠密（或称 A 是 X 的稠密子集）. 

(2) 若 ( S )° == 0，则称 A 是疏朗集（或无处稠密集）. 

下面的定理 1.4.6 的证明与在 R ” 上的情形完全类似，故略. 

定理 I . 4 . 6 设 X 是距离空间， A , 兄则以下条件 等价： 

(1) 八在£•中稠密. 

(2) 对任意: ceE 和 e >0, U ( x , e ) 中包含 A 中 的元. 

(3) 对于 任何： ceE ， 存在 UJ CIA , 使得 x ” 

定理 1.4.7 设 X 是距离空间， AdX 则以下三项是等 价的： 

(1) A 是疏朗集. 

(2) 对任一开球17,存在开球 R CZ 17,使得 L 7, flA = 0. 

(3) 对任一闭球存在闭球&匚 S ， 使得$ HA = 0. 

证明 （1)^(2). 设 ( S )° = 0. 则对于任何开球 C /, Un ( S ) c ^0( 否则 UC = A ， 

从而 (7 C ( A )°, 这与 （ A )° = 0矛盾） • 由于以 fl ( A ) c 是开集，因此存在开球 

CL；n ( A ) c . 此时 RQA = 0 ，于是更加有仏门八= 0 . 

反过来，对任意: reX 和 e >0, 由假设条件，存在开球 [/(： y , r ) dUXu )， 使 
得 U (: V ， e)nA = 根据定理1.4.3,这说明 MA , 从而 A 不包含 C 7 Cx , e ), 因此 ： c 
不是 A 的内点.这说明 ( A 广 =0. 

(2) ㈡ (3). 由于任一开球包含一个闭球，反之亦然，因此 (2) 与 （3) 等价. ■ 

1.4.2 连续映射 

先回顾一下关于映射的有关定义与记号. 
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设 X ， Y 是两个非空集 • 若 7' 是某一法则，使得对每个;有唯一的:与 
之对应(将 y 记为了(工）或了尤），则称了为从 x 到 y 的映射，记为 — y . 称入 
为 T 的定义域. 

设 Y 是 A ： 到 Y 的映射.如果当 A #* r 2 时 Tx , 关 Zr 2 , 则称7’是一对 
一的（或单 射). 如果对任意: yeV % 存在: reX 使得 7 ':r - 3 ^* 则称了为映上的（或满 
射) • 

设 7 ’：X — y 是一对一映上的映射.定义映射 X，: v — X ，其屮: cGX 并 
且满足 Tx = y . 称 S 为了的逆映射，记为 T -. 

设： r:x — y 是 x 到 Y 的映射， Aczx , i 3 c ： y.E 

r ( A > = {Tx x ^ A)y T - l ( B ) {jcex TxeB }. 

称 T ( A ) 为 A 在映 射了下的像. 特别地，称: T ( X ) 为 7' 的值域.称 T - KB ) 为 B 在 
映射 r 下的原像. 

在数学分析中，”元连续函数/(^,々，…， x „) 是到 R 1 的连续映射.同样，也 
可以定义两个距离空间之间的连续映射. 

定义 i .4_ 4 设； c ， y 是距离空间， ： — y 是 x 到 y 的映射， x 0 ex . 若对任 
意 e > 0,存在 S >0 使得当 d ( x ， x 0 ) <占时 

d ( Tx , Tx 0 ) < e , 

则称 r 在: c 。 处 连续. 若: r 在 x 上的每一点处连续，则称 r 在 a : 上连续. 

用邻域可以给连续映射一个等价 描述： 若对于 Xr 。 的任一邻域 V ，存在 X 。 的邻 
域 c /， 使得 TO /) c V ,则称 Tftx 0 处连续. 

特别地， X 到标量域空间 K 的连续映射称为 X 上的连续函数. 

定理 1.4.8 设 义， y 是距离空间，是 x 到 r 的映射，： r Q e 兄 则： r 在 
々处连 续的充要条件是对于 X 中的任意序列 UJ , 当时， Tx h ^ Tx 0 . 

证明 必要性 • 设 7' 在： T 。 处连续，则对任意 e >0, 存在 s >0 使得当 
时， d ( Tx 9 Tx 0 ) <£. 若： t „ — x 0 ，则存在 N >0 使得当，;> N 时， cKx „, x 0 ) < d . 
因此当/1>7\/时,以7^,7>。）<£.这表明 Tx ri - Tx 0 . 

充 分性. 设当 a — I 。时， Tx " — 7>。.若7、不在: r 。 处连续，则存在 e Q >0, 使 

得对任意 «>1, 存在 AeX ， 使得 dU „ ，工 0 ) <+，但 ^/(丁：^，7>。） 这样一 

方面: c „ — j :。. 另一方面这与假设条件矛盾.因此 丁必在 j ：。 处连续 • ■ 
定理 1.4.9 设 X ， Y 是距离空间，丁：： V — y 是 X 到 Y 的映射.则以下三项是 
等 价的： 

(1) 了在 X 上连续. 

(2) 对于 Y 中的任一开集 G ， 丁一 UG ?) 是 X 中的开集. 

(3) 对于 y 中的任一闭集 F ， ： T - VF ) 是 X 中的闭集. 

证明 （1)=»(2).设 G 为 y 中的 开集. 不妨设 7^( G ) 关 0. 对任意 X 0 e 
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丁 —（ G ), 由于： Tr 0 eG , 并且 G 是开集，因此存在丁: r 。 的一个邻域 VCG . 由于丁在 
々处 连续，因此存在 A 的邻域 LT , 使得 r 07) C ： V (= G . 于是 (7 C 7^( G ). 因此： c 0 
是 T - 1 ( G ) 的 内点. 这表明 T ' l ( G ) 为开集. 

(2)4(1). 设: r 0 ex ， V 是: T : r 。 的一个邻域.由于 V 是 Y 中的开集，由假设条 
件， T M ( V ) 是 开集. 而:故存在办的一个邻域 a 使得 t / CZT - W ) .于 
是 T(U) (Z V . 这表明： T 在 x 。 处 连续. 由于 jc 。 是在； C 中任意选取的，因此: T 在 X 
上连续. 

(2) ㈡ (3). 注意对任意 ACY ， 成立= ( T - KA )，. 利用开集与闭集 
的对偶性即知 . _ 

1.4.3 空间的可分性 

在 R 1 中有一个既是可列，又是稠密的子集，就是有理数集 Q . 这个事实有时候 
是很有 用的. 对于一般的距离空间，不见得总是存在一个可列的稠密子集.为了区 
别这两类不同的距离空间，我们给出下面的定义. 

定义 1.4.5 设 X 是距离 空间. 若在 X 中存在一个可列的稠密子集，则称 A ： 是 
可分的. 

例如，空间是可 分的. 这是因为 R " 中的有理点所成的集 Q ” 是 R ” 的可列的稠 
密子集. 

下面考察几个重要空间的可分性. 

例2 空间 "（1 < p < oo ) 是可 分的. 为叙述简便计，下面只对实空间的情形 
证明这个结论.复空间情形的证明是类似的.令 

A = {(n ，厂 2 ， ••• ，％， 0，-") *r, 6Q* n — It 幺 ，…}. 

则 A 是 P 中的可 列集. 我们证明 A 在 P 中稠密.根据定理1.4.6,只需证明对任意 
工6 〆 和 e >0, C / Cr ， e ) 中包含 A 中的元.设 a : = CxJ 6^, e > 0. 则存在”。使得 

S k - r<f 
〜 p 

取有理数 n ， Q， …， S 使得互 ] k 一$，=(”,， r 2 ，…， r %, 0, …），则 yeA 9 
并且 

\\^—y\\p = 2 — r \ p -^ 2 kr< = eP * 

«=l i^np+l ^ “ 

故11之一 yll /) < e , 这表明包含 A 中 的元. 因此 A 在"中 稠密. 这就证明了" 
是可分的. 

例 3 空间 C [ a ， 6 〕 是可分的.设尸。0,幻是有理系数多项式的全体.则 P Q [ a ， A ] 
是可列集.我们证明 P Q [ a ，6] 在 C [«，6] 中稠密，设 Pla,b] 是多项式的全体，根据 
Weierstrass 定理，区间 [ a ，6]上的每个连续函数可以用多项式一致 逼近. 即对任意 
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«reCO, 办]和 e >0, 存在使得 

max | j :(0 — />(0| < 

又容易知道存在九6尸。0，幻，使得 

max \ pU ) — po ^ t )\ <C -^ r . 

c 

于是 

|| j ： — p 0 II = max |:r(f) 一 /) 0 (f)| < max |x(/) — p(,)| 十 max \pU) — p 0 < €. 

u^t^b 

因此 I7(o：,e) 包含 P D (>,6] 中的元.这表明户。|>，6]在 CO, 幻中稠密，从而 C[>，6] 
是可分的. 

定理 1 . 4.10 空间1/|>,幻（1 </>< oo) 是可分的. 

证明显然 PoLa , b ] d L p la 9 bl 我们证明尸。[«泌]在 L p la , b ] 中稠密.设 
xel P La ^, 则存在简单函数列 {：*：„(«)} 处处收敛于 o :(0, 并且 k(0| < 
|j：(^)| (w ^ 1). 既然 一 orQ )-► 0处处成立，并且 Ixjr) — 2叫 xU)| ^ 

U >1), 而2叫 x(f)K 可积，由控制收敛定理我们有 

lim \\ x n — x \\ P p = lim f |x”(t) 一 x ( t)\ P dt = 0. 

11 -^ 0 ° J Q 

这说明简单函数在 L p la 9 bl 中稠密.于是对任意 e > 0,存在简单函数 g ( t ) 使得 

II— g \\ P <C (1.4.1) 

令 max|gO )|. 根据 Lusiri 定理，存在 R 1 上的连续函数 M 0, 使得 

mE { g ^ h )< ^ UMy 9 

并且 S u?|；i ⑴ |<M . 于是 

t€：tr 

II g — ^ lip = (J^ [g(t) — h ( t)\ P dtY (1.4.2) 

< ((勘 ^A ))^< (<2 M )^ 3^)^=-|. 

根据上述例3，存在 p。 6 P 0 [^*^]t 使得 max|A(f) — /。（£)|<---于是 

« 6 3(6 — 

\\ fi-po ii, - (£ \ h ( t )- p 0 ao \ p dt ) 7 < j . (1.4.3) 

利用 Minkowski 不等式，并且利用式（1.4.1)~式（1.4.3)得到 

II 工一 P。Up < !! — ^11/> + II A \\p + II A — />0 \\p < E. 

这表明 U(x，e) 包含 P 0 [a ,6] 中的元.因此 P 0 [ a，6] 在 L p la,b] 中稠密，从而 Via, 
幻是可分的._ 
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空间 c 和 C D 是可分的，其证明留作 习题. 

例4 空间 r 不是可分的. 

证明令 K = {or = ， x 2 ，…） ： x , = 0或者 1} ，则 K 是广中的不可列集，并 

EL 对 / C 中的任意两个不同的元 x 和>，必有 = 若 r 3 是可分的，则存在可 

列集 A = { Zl , …}在广中 稠密. 对任意 zeK , 开球中至少包含 A 中 
的一 个元. 由于开球有不可列个，而 A 是可列集，因此至少存在某 
个。 同时属于两个不同的球.设)门 4： v ，+ )， 则有 

d{x,y) ^ cK.XjZ^ +d(,z k , V) < + + j = 音 . 

这与 d ( x 9 y ) = 1矛盾.所以不是可分的. ■ 

若距离空间 X 是可分的，则 X 中的每个元都可以用某个可列集中的元逼近.因 
此在某些问题中，若空间 X 是可分的，可以选择一个适当的可列稠密子集.先在这 
个集上讨论，然后通过一个极限过程，得到全空间 X 上相应的结论.这种方法有时 
是很有用的. 


§1.5 完备性 


1.5.1 空间的完备性 

在数学分析中有一个重要定理，就是中的每个 Cauchy 序列都存在极限.数 
学分析中关于极限理论的许多基本定理都依赖于 R ” 的这个基本事实，但并非每个 

距离空间都具有这个 性质. 例如，令 + 2,…），则 {〜} 是有理数 

集 Q 中的 Cauchy 数列.但 { r B } 在 Q 中不收敛.本节讨论的完备的距离空间，就是在 
这方面与 R ” 具有同样性质的空间. 

设是距离空间 X 中的序列.若对任意给定的 e >0, 存在 N >0, 使得当 m ， 
w > iV 时， d { x, n y x N ) < e ， 则称 { x „} 是 Cauchy 序列. 

与在 R 1 中的 Cauchy 数列^样，容易证明以下 事实： 

(1) 收敛序列是 Cauchy 序列. 

(2) Cauchy 序列是有界的. 

(3) 若{心 } 是 Cauchy 序列，并且存在一个子列{:^ } 收敛于: r ， 则{义丨收敛于 x . 
定义 1.5.1 设 X 是距离空间.若 X 中的每个 Cauchy 序列都是收敛的，则称 X 

是完备的.完备的赋范空间称为 Banach 空间. 

本节一开始提到的事实现在可以叙述为，欧氏空间 R N 是完备的.复欧氏空间 
C ” 也是完 备的. 有理数集 Q 不是完备的.下面再看一个不完备空间的例子. 
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例1 多项式空间 P[a,6] 不是完备的. 

设是区间|>,幻上多项式的全体.幻是 C[〃, 幻的线性子空间，将 
C[c/， 幻上的范数限制在尸 [a,6] 上，尸 [a，6] 成为賦范 空间. 若取 

PnU) = l + ^ + b 十 •••+■^7 ， w = 1 ， 

则 At 6 P [“，6](« = 1，2,…） • 记 c = max{ j ，|6|}，则 

oo . oo 

II Pn 一 e f II = max X T7 < 2 0(”— oo). 

因此在 C[a,6] 中久 —e f . 因而 {/ U 是 Cauchy 序列. 但尸 O ，6], 这表明 {} 在 
Plci . b ] 中不收敛.若不然，则{么}在(：[〜6]中将收敛到两个不同的极限，这是不 
可 能的. 因此尸[心 幻不是 完备的 .■ 

下面考察几个重要空间的完备性. 

定理 1.5.1 空间 "（1 < /> < oo) 是完备的. 

证明设工 00 = (x5 w> , :ct, …）是 P 中的 Cauchy 序列，则对任意£>0,存在 N 
> 0,使得当 w， 71〉 N 时， 

oo 

XI l^ m> -^T= \\ x im) - x <n) ||{ <d. (1.5.1) 

i=*J 

于是对每个固定的/，当 n > N 时， 

N w, - xj w> | < || x (M> - II, < e. 

这表明对每个固定的 UPUi SCauchy 数列.因此收敛.设当 n — oo 时 

•r5 w> — a (i = 1, 2 , …） • 

令： r = (心，々， …）. 下面证明：并且 — x. 由式 （1.5.1) 知道，对任意1， 
当 m ，> N 时， 

f = l 

在上式中固定 n > N ， 先令 7M -► OO, 再令 A — OO, 得到 

CO 

(1.5.2) 

i=l 

这表明 z — z ⑷ e ". 由于 / p 是线性空间，故 jr = :r 一 x c ")+x(")e/ p . 而且式 （1.5.2) 
还表明，当; i>7V 时 

|| x — z ㈤ ||，< e. 

因此 _r ㈤—工 （n—oo). 这就证明了 y(l </>< oo ) 是完备的. ■ 

定理 1.5.2 空间 C[a，6] 是完备的. 

证明设 U„} 是(:[>，幻中的 Cauchy 序列. 则对任意 e >0, 存在 N >0, 使得 
当 m， 72〉 N 时， || x wi - jc „ tl <£. 于是对任意 [«，幻，当 m, ”〉； V 时， 

W m (0 - xAO \< max \ x M (0 - x H U )\ = \\ x m - x n \\ < e . (1.5.3) 
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这表明对每个固定的 re [u, 6]， U ⑴}命是 Cauchy 数列•令 

x(t) = limx„<0» [£ 1 ，厶 ]. 

在式 （1.5.3) 中固定 n> N, 令 /T2 —co , 得到 

| x ⑴ 一 x w ( f )| < e ， [«，办]. (1.5.4) 

这表明 U “>} 在上一致收敛于 z ⑴. 因此 x = x(OeC[a，ea 而且式（1.5.4〉还 
表明，当 n> N 时 

II 工一 x n II = max |jt( 0 — x” （ 0| < €• 

因此在 C[a ， 幻中 — x. 这就证明了 C[a,6] 是完备的. ■ 

空间广， c 和 c。 也是完备的，其证明留作习题. 

定理 1.5.3 空间 L P ( E )(1 < a < oo) 是完 备的. 

证明设 {/ w } 是 !/(£：) 中的 Cauchy 序列. 为证 {/„ }在 L P (E) 中收敛，只需证 
明存在 {/„} 的一个子列 收敛. 由于 {/JSCauchy 序列，存在{人}的一个子列 
<八},使得 ll/ Vl —八 II, <2-*U>l) •令 

oo 

g{x) = |/ Wj Cx)\-\ - 2 \ fn k+l (x) — fn h (x)| , X^ ： E. 

*=1 

由单调收敛定理和 Minkowski 不等式，我们有 

^g p dx = InnJ^ ( \f ni (x)|+ 多 j / 化 U)| ) P dx 

< ， ("/ ， II, + 2 11/-^ - fnJpY < (\\f ni llp + l) ， <OC, 

« 一 °° 

故 g eL fi ( E ). 于是 

g(x) — |/ B1 (x)|+ 2 l/»^, (j：) — fn k C-r)| < oo a.e. 

*=1 

- oo 

这表明对几乎所有 xeE， 级数 & (x) + 2</«^ (工） 一/» A (之 ）） 绝对收敛.令 

身 =1 
QO 

/(工）= 八 Cr >+ 2(/” 奸 ，（ 文）一八（工 ））( a . e .^6^). 

身 =i 

由于八是上述级数的部分和， 故八 （工） —/Or) a.e.(々 —oo). 由于 |/|<^a.e. ， 
并且客61/(£)，故 /eL p (E ). 对每个1，有 

I/—/”/< (1/1+ |/,J )^<2 V a.e. 

并且 j/、~/|-0a.e. 利用控制收敛定理得到 

lim II/” — / IIJ = Hm |/„ — f\ P dx = 0. 

k~*CKy , ♦- *oc J £ 

因此 A — /，从而 A — /• 故空间 L fi ( E ) 是完备的. _ 

空间 L-(E) 也是完备的，其证明留作习题. 
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V 空间的完备性是空间非常重要的性质，是在1/空间上建立分析学的基 
础. 这与实数集的完备性在数学分析中的重要性是一 样的. 这里需要指出，如果我 
们用 Riemann 积分代替 Lebesgue 积分定义可积函数空间，则这种空间不是完备的 • 
正是由于 Lebesgue 可积函数空间的完备性，使得 Lebesgue 积分理论成为现代分析 
的基石. 

1.5.2 完备空间的性质 

完备的距离空间具有一些重要性质.下面的定理 1.5.4 类似于直线上的区间套 
定理. 

定理 1.5.4 (闭球套定理）设 X 是完备的距离空间， 

S w = {x s dCx 9 x„) ^ r„} (w = 1, 2 ,…） 

是 X 中的一列闭球，满足 Sd C = S w ( n > l ), 并且次的半径 g — O . 则必存在唯一 
的点工6 ris „. 

证明由于 r „—0, 因此对任意£>0,存在 N >0, 使得当 n > N 时， r „< e . 当 
w > m > N 时，由于: r „ € (Z S „ ，故 

d ( x mJ x „) < r „ < e . 

因此 { A } 是 X 中的 Cauchy 序列.由于 X 是完备的，存在: reX 使得 — i 对任意固 

定的71，由于当时， x m 6 S b , 并且是闭集， 故 这表明 G 义.若还 

«■ 1 

存在另一点 ^6 Fl ♦ 则对任意 w ， 由于故 d ( x , x f ) < 2 r „ -** 0. 因此 

dix ^ x f ) = 0» 从而 z ■ 

定义 1.5.2 设 X 是距离空间， ACX . 若 A 可以表示为至多可列个疏朗集的 
并，则称 A 是第一纲集，若 A 不是第一纲集，则称 A 是第二纲集. 

例如，由于 R ” 中的每个单点集是疏朗集，故中的每个有限集或可列集都是 
第一纲集.特别地，有理数集 Q 是 W 中的第一纲集. 

下面的 Baire 纲定理是完备的距离空间的一个重要性质. 

定理 1.5.5 ( Baire ) 完备的距离空间是第二纲集. 

证明用反 证法. 若 X 是第一纲集，则 X 可以表示为至多可列个疏朗集的并， 
不妨设 

X = \J A n9 (1.5.5) 

n= 1 

其中 { AJ 是一列疏 朗集. 设 S 是任一闭球.由于 AiS 疏朗集，根据定理 1.4.7, 存在 
闭球 S , CZS ， 使得$的半径 ri < l , 并且 SHAi -0. 由于 A 2 是疏朗集，存在 S 2 

CIS ,, 使得 S 2 的半径 r 2 < 并且 S 2 f | A 2 = 0. 这样一直进行下去，得到一列闭 

球义，使得 
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S n f ] A a = 0, Sd (” 1，2,…）， 

并且氏的半径〜<丄.由于 X 完备，由闭球套定理，存在:使得 x € G S „ •由 

n "=i 

于 s n C [ A n = 0，故 1). 这与式 （1.5.5) 矛盾. ■ 

设 { x n } 是赋范空间 X 中的 序列. 称形式和 


2工” = I ! +文 2 + … （1.5.6) 

n=\ 

为 X 中的级数.对任意正整数 I 称〜 =，为级数 (1.5.6) 的部 分和. 若存在 

f=l 

oo 

使得则称级数 （1.5.6) 收敛，并且称: r 是级数 （1.5.6) 的和，记为: c = 乏>,. 

i-I 

oo 

若 E II All <00,则称级数 （1.5.6) 绝对收敛. 

||=» 1 

在数学分析中熟知绝对收敛的（数项）级数是收 敛的. 这本质上是依赖于 R 1 的 
完备性.在完备的赋范空间中成立同样的结论. 

定理 1.5.6 设 X 是 Banach 空间.则 X 中的每个绝对收敛的级数是收 敛的. 


证明设级数 (1.5.6) 满足公 | k „|| < oo . 令&=言>,(»1).则对任意饥> 


II !>m ~ II 


2 X i < 2 II ^ II — 。(切， 


>). 


因此是 Cauchy 序列. 由于 X 完备，故 U „} 收敛，即级数 （1.5.6) 收敛. ■ 

定理 1.5.6 的逆也是成 立的： 若赋范空间 X 中的每个绝对收敛的级数是收敛的， 
则 X 是完备的.这个结论的证明留作习题. 


1.5.3 压缩映射原理及其应用 

设 X 为距离空间，： X 是一 映射. 若存在使得： T:r =2,则称: r 是 
丁的一个不动点.在理论上和应用中经常会遇到各种各样的方程，如代数方程，微 
分方程和积分方程等.对于一个方程，一个基本的问题是解的存在性和唯一性.这 
个问题常常可以变为某一算子的不动点的存在性和唯一性的问题.因此，我们需要 
研究在什么条件下，一个算子存在唯一的不动点.有关这方面的定理称为不动点定 
理.在完备空间成立一个很基本的不动点定理，就是压缩映射原理.先给出压缩映 
射的定义. 

定义 1. S .3 设 X 为距离空间，： X 是一 映射. 若存在 0< A <1， 使得 
dCTx,Ty) ^XdU,y') (x^6X), 

则称了是压缩的. 

压缩映射是连续的.事实上，若工，则 

0 ^ d(,Tx n , Tjc) ^ Xdfx) —► 0 . 
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因此：[: r „ — 这表明： T 在 X 上是连续的 • 

定理 1.5.7 (压缩映射原理）完备距离空间上的压缩映射存在唯一的不动点. 
证明设 A ： 是完备的距离空间，： T 是 X 上的压缩映射.任取:^6 X . 令 
Xy = Tr 0 * OC.Z = Txi yX n — TXn-! ,•••. 

则 U w } 是 X 中的 Cauchy 序列. 事实上，对任意正整数 n ， 由： T 的压缩性，有 
以〜 " x„) = d{Tx n ^Tx^ ) ^.^cUXn^Xn-x) 

^ A 2 £^(x^_i , Xw) < …< AV (j：! ,x 0 ). 

于是对于任何正整数 n 和夕 

dix^p, x”) < cKx 鈇 p ，t : r# 卜 2) + ••• -j- , x n ) 

< ( AW - 1 + 又一 + … + A ” )df(jri ， Xo) 

= A”UH + A〆 2 + … + \) dix , , x 0 ) 

< r ^ dCTxo , x 0 ). (1.5.7) 

丄一 A 

由于 0< A <1， 由上式知道 { xJ . Cauchy 序列.由于 X 是完备的，故 { a } 收敛.设 
lim = : r . 由7’的连续性得到 

x = lim x n = limTxn-i = Tx. 

因此: r 是 ' r 的不动点.不动点的存在性得证.若另有 yex ， 使得 = y .则 


cKyX ^ y ) = dCTx ， Ty ) ^ 

因此必有 ^ U ,： y ) = 0,从而 : c = %这说明 r 的不动点是唯一的. ■ 

注1定理 L 5.7 不仅断言压缩映射存在唯一的不动点，而且其证明方法也提供 

了求不动点的一个方法- 迭 代法. 即任取 J ：。 6 X ，令: r n = 7^„_1 (n > 1) .则 

U «} 收敛于丁的不动点.在不等式 （1.5.7) 中令/ > — oo 得到 

cUx ， x n ) < ^c/( Tx 0 * 工 0 ). 

这给出了工。经过: T 的《次迭代后得到的与: r 的距离的估计. 

在定理 1.5.7 中，空间的完备性这个条件是不能少的.例如在 0 M ] 上定义映射 

Tx =^,则 T 是压缩的， 但丁在 (0,1] 屮没有不 动点. 这是由于空间（0，1]不是完 

备的.此外，若将： T 的压缩性减弱为 d (： Tr ,7^) < c / Cr ,： y )(: r 关: y )， 则不能保证 ： T 
存在不动点（参见习题1第30题）. 

例2 考虑具有初始条件的微分方程 

室 = f 、 t ， x 、， jr(t 0 ) = j : 0 . (1.5.8) 

其中 /( f ，: c ) 是 R 2 上的连续函数并且满足关于: r 的 Lipschiu 条件，即 

|/(/， A )— fit,x 2 )\ < L|xi — jt 2 | , ^6 [^o — ^*t 0 +^], x, ,x 2 6 (—oo, oo). 
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则当礼< 1时，方程 （1.5.8) 存在唯一的解 j = jcU ), te +》]• 

证明记 a = 4 —谷，6 = f 0 + 占•考虑映射 r : C [“ ，6] —► C[a ，&]， 

( Xr )(/> = X 。十 f /(5, x ( i )) di -* /6 [“，办]， x 6 C [ a *^]. 
h 0 

则 X = x ( t ) 是方程 （1.5.8) 的解当且仅当 X 是: T 的不 动点. 

对任意:利用 Lipschitz 条件，我们有 

|| Txi — Tx 2 11= max [ [/( a ， j :】（5)) — /( 6 ， j ： 2 ⑴）•丨 
，€[ a ，&3 J ， 0 I 

^ max I |/(5,Xi (.v)) — /(itJ：2 (a))] ds 

»6[ d ， fr ] J ， 0 

^ max L \xi (a) — x 2 (^)| ds 
i 6 tfl »43 J t 0 

< SL max | x L ( 5 > — x 2 ( s )| 

=^ lUl 一工 2 II . 

因此当幻 L < 1 时 7’ 是压缩的.由于 C [〜 6 ] 是完备的，根据压缩映射原理， T 存在 
唯一不动点.从而方程 （1.5.8) 存在唯一的解 .■ 

例3 (隐函数存在定理）设函数 /(: c ，： y ) 在 [ a ，6] X (— oo , oo ) 上连续，存在偏 
导数 < Cr ，： y ), 并且存在常数 m < M , 使得 

0 < m < / y ( x , y ) ^ M , ( x , y ) 6 [ a , 6 ] X (― °°> ° o ). 

则存在唯一的函数 : y = ^ U ) 6C [ a , 6 ] 满足 

f ( xyyix )) = 0, (1.5.9) 

证明作映射丁 ： C |>, 幻— Cla , b] y 

(Ty)(x) = y(x) — f(j ： f y(x))f y^C[a 9 ^J. 

对任意: yi ，力 6 C [ a ，6], 根据微分中值定理，存在 f 6( — 0 °，°°)，使得 
f(x>y 2 (jc)) — f(x 9 yi(a:)) = ，0 ( 夕 2 (*r) — y x ix) ). 

因此 

|( Tjy 2 > Cr ) — ( T ^,) Cx )| = :^(工)一力（工) — 占[/(工，火(工)） 一 /(工，％ Cr ))] 

― — — ^ fyixyS ) Cy 2 ( x ) — y Y ( x )) 

《 1)2(工)—3^1(工)|(1一器). 

令乂 = 1 —爲，则 0 < A < 1 . 利用上式得到 

II Ty z ― Tyj ||= max \(Ty 2 )(x) — (Tyi)(.Jo)\ 

^ 1^2 (x) — 3^i (j ：)| (1 一爲)=义 lljyz —: y! II. 
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因此 : r 是压缩映射. 由于是完备的，根据压缩映射原理，存在唯一的 
使得: T：y = ： y •即 

y(x) — ^ f(x 9 y(x)) = yCa：). 

由上式得到 /U 9 yU)) = 0,即 ：y = yU) 是方程 （1.5.9) 的唯一解._ 

1.5.4 空间的完备化 

定义 1.5.4 设 X , Y 是距离空间.若存在映射 — Y ， 使得 了是一 对一映 
上的，并且对任意 a,a 6义，有 

cKTxi fTx 2 ) = cl(xi ，工 2 ) ， 

则称 X 与 Y 是等距同构的. 

当； C 与 Y 等距同构时， X 和 Y 所有由距离决定的性质完全相同，因此两个等距 
同构的距离空间，可以不加区别地视为同一空间. 

定义 1.S.S 设( X ，心是距离空间.若存在完备的距离空间（ X ， 3), 使得 x 与 
X 的一个稠密子空间等距同构.则称 X 为 X 的完备化空间. 

特别地，若 X 是一个完备的距离空间，使得 XCX 并且 X 在又中稠密，则 X 是 
X 的完备化空间. 

例如，有理数集 Q 作为 R 1 的子空间不是完备的.由于 Q 在 R 1 中稠密，并且 R 1 
是完备的，因此 R 1 是 Q 的完备化 空间. 又如，根据例1,尸0,6]不是完 备的. 由于 
幻在 C [ a ，6] 中是稠密的(这由§ 1.4 中例3的证明可以看出），并且是 
完备的，因此 C [ a ，6] 是 PlaM 的完备化空间. 

一般地，可以证明，若将两个等距同构的距离空间不加区别，则每个距离空间 
都存在唯一的完备化空间. 


1.5.5 有限维賦范空间上的范数等价性 


得 


定义 1.5.6 设 X 和 F 是賦范空间 • 

(1) 若存在映射 r : x - y ， 使得： r 是一对一映上的线性的，并且存在 “， 6 > 0使 

a IU || < 1| Tx || < 6 ||x|| <j ：6 X), 


则称 x 与 y 是拓扑同 构的. 称 了为； c 到 y 的拓扑同构 映射. 

( 2 ) 若存在映射 T ： x - y , 使得： r 是一对一映上的线性的，并且 


II Tx || = || j ： || (x6 X), 


则称 x 与 y 是等距同构的，记为称: r 为 a : 到 y 的等距同构映射. 

显然，若 x 与 y 是等距同构的，则 x 与 y 也是拓扑同构的. 

注2 在 §2.1 中将会证明，赋范空间 x 和 y 拓扑同构当且仅当存在一对一映 
上的线性映射 r : 入 - 使得了'和了―都是连续的. 
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若赋范空间 X 与 Y 是拓扑同构的，则 X 与 Y 具有完全相同的拓扑性质.例如， 
X 中的序列 A — X 当且仅当 y 中的序列 — 7> ; 入的子集 A 是开集（闭集）当且 
仅当 T ( A ) 是 y 中的开集（闭 集）； x 是完备的当且仅当 y 是完备的，等等. 

若两个赋范空间是等距同构的，则这两个空间除了构成空间的元素不同外，所 
有由空间的线性结构和范数决定的性质完全相同.因此两个等距同构的赋范空间可 
以不加区别地视为同一个空间.因此 A ： 与 y 等距同构也可以记为 x - y . 

设 x 是线性空间， ii _ iu , |卜 1 | 2 是义上的两个范数.称 iHh 与 IMU 是等价的，若 
存在 a ， 6 > 0 , 使得 

a lUlli < IUII2 < MU 111 ( x6 X ). 

当与 1 卜 11 2 等价时，赋范空间 （ x , |卜||,)是（ X ， IMU ) 拓扑同构的.事实上，恒 
等映射 1 Kx ) = x 就是 x 到 x 的拓扑同构映射. 

例 4 考虑 K w 上的三个范数 

II ^ Hi = 2 W ’ II : II 2 = ( 2 \ x >\ 2 ) » II x ||oo = max I j ：/ 1 . 

\ rrr / K«<» 

显然对任意有 1U|| 2 < 11 ^: 11 ,. 利用 H6lder 不等式得到 

ll-^lli < ^ |x,| 2 j = y/n IIx II2. 

因此对任意 26 K n 成立 

11^1)2 ^ II ^ 111 < ))x}] 2 . 

这表明 IhlK 与 IMU 是等价的.容易知道 IMU 与 IH 2 也是等价的.在这个例子中， 
范数1卜1| 1 和1卜11 00 都是与 IMU 等 价的. 因此 ( K % IHK >, ( K % ||.|| 2 )和 ( K ", IMU ) 
这三个赋范空间是彼此拓扑同构的.下面我们将看到这不是偶然的._ 

定理 1.5.8 设（入， IHI ) 是 n 维賦范空间， g ， Q ， …，是 X 的一组基.则存在 

常数 “， 6 > o , 使得对于一切有 

i=»l 

W 2 ) 7 < lull < 6 ( 自 W 2 ) T . (1.5.10) 

n 

证明对任意 x = ^ Xfe , 9 由 Holder 不等式得到 

i^l 

IUII = 2 N \\e t II < (2 W 2 ) 7 f 2 il ^ I! 2 )'- 

f =» 1 i««1 V i^»\ / ' / 1 / 

令 IUII 2 ) 7 , 则办> 0 并且式 （1,5,10) 的第二个不等式成立 • 为证式 （ 1 . 5 . 10 ) 
的第一个不等式，考虑函数 

/ : K w — R 1 ， f(xi 9 x 2 ， 

i^l 
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对任意 （工1 ，工2，…，工”）， （y ，力，". ，y«) 6 K % 令工= [ K ，y — ^ y ^ i . 由式 
(1.5.10) 的第二个不等式得到 

|/(x! ，工 2 ，•••，：„〉— f(y\ ，: y 2 ，…，: y»»)l = 111 工 11 — II 》 II i 

t 丄 

< II x -: y" < 心(力 k/ - ： y,l 2 ) • 

这表明/在 K w l 连续.因此/在的单位球面 

” 

S = { (x } ，工 2,… ，工 《) 6 K ,r ： 2 W 2 = 1 } 

f=-l 

H 

上取得最小值.令“是/在 s 上的最小值.由于当 （4 ，: r 2 ，…， JOGS 时 ♦ 

i=«l 

尹 0，因此 /(or! ，: c 2 ， …， x„) = II :r || 〉 0. 从而 a 〉 0. 对 X中的任意非零向量: r = 


令 

i=l 

— 】 

yi — Ui \ 2 ) 。= 1，2广.，《)， 

则 （ yi ，火， …， 30 因此 /( a ，： y 2 ，…，: y «) > 另一方面 


/(： yi ，: V 2 ，…，％) 


=(SW 2 厂 Em 

i * ] \■ 1 ’ f ■ 1 


S w 


iuii . 


由此得到式 （1.5.10) 的第一个不等式. ■ 

设 X 是维线性空间， e ,, e 2 ，…， g 是 X 的一组基.在 X 上定义 

T 


II ^ Hi "= ( 2 k»l 2 ) ，工 = 6X. 
' /=! / i=l 


(1.5.11) 


则 IMKSX 上的范数.定理 1.5.8 表明， X 上的任何范数|卜||都与这个范数是等价的. 
推论 1.5.9 关于有限维赋范空间成立以下 结论： 

(1) 有限维赋范空间上的任意两个范数都是等价的. 

(2) 任意71维赋范空间都与 H 维欧氏空间 K ” 拓扑同构. 

(3) 有限维赋范空间都是完备的.任何赋范空间的有限维子空间都是闭子空间. 
证明设（ X ，|卜||)是《维赋范空间. 

(1) 由式 （1.5.10) 知道范数 IM 与由式 （1.5.11) 定义的范数等价.范数的等 
价显然具有传递性，因此 X 上的仟意两个范数都是等价的， 

(2) 设 Q ， …， a 是 X 的一组基.作映射 

’ 厂 ：X — K” ， T( Xjf ^ = {x x ,x 2 »•** yX N ). 
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显然： T 是一对一映上的线性的.由式 （1.5.10) 得到 

i-IU || < ||Tx || - (|] k | 2 ) 7 
因此 X 与 K ** 拓扑同构. 

(3) 由结论 (2) 知道；(：与1^拓扑同构.因此存在一对一映上的映射: — K ", 
使得丫是线性的，并且常数 〃4>0,使得 

a | k ||<|| Tr ||<6|| x|K x 6 X . 

设 { A } 是 X 中的 Cauchy 序列.则对任意正整数 m , n 有 

\\ Tx m — Tx „ || = || T { x „, —x„) II < b \\ x M — x w IU 

因此是 K ” 中的 Cauchy 序列 • 由于 K ” 完备，故存在: yeK ” 使得丁 a — ： y . 由 
于 T 是映上的，存在 areX 使得 : Tx = 乂于是 

|| j：” 一 工 II < 丄 11 T(x„ — Jt) II =丄 IIT^r” 一 11 — 0 (w -** oo). 
a a 

因此 A — z . 这就证明了 X 是完备的. 

容易知道赋范空间的完备子空间是闭子 空间. 若 A ： 是赋范空间 y 的有限维子空 
间，则如上述所证， X 是完备的，因而是闭子空间. ■ 

§ 1.6 紧 性 

1 .6.1 紧集与列紧集 

在数学分析中我们知道， R " 中的有界闭集（例如直线上的区间|>,幻）上的连续 
函数是有界的，存在最大值和最小值，并且是一致连续的.这依赖于数学分析中的 
一个重要定理，就是 Weiemrass 定理.该定理断言， K 中有界无穷点列必存在收敛 
的子列 • 由此推出，若 A 是 R " 中的有界闭集，则 A 中任一序列都存在收敛于 A 中点 
的子列（这等价于 A 的任一开覆盖，存在有限的子覆盖).本节在一般的距离空间中 
讨论具有这样性质的集. 

设 X 是距离空间， AdX . 若 { G a ， 是 X 的一族开集，使得 yQZDA , 则 
称 { G } 是 A 的一个开覆盖. ~ 

定义 1.6.1 设 X 是距离空间， ACIX . 

(1) 若对于 A 的任一幵覆盖 { G 。， ae /} 都存在其中的有限个开集仍覆盖 A , 则称 
A 是紧集. 

(2) 若 A 中任一序列都存在收敛的子列，则称 A 是列紧集. 

( 3 ) 若对任意 e 〉0， 总存在有限集 E == { j ：, 9 x 2 9 ,,m 9 x k } ( E 中的元的个数可以随 

e 而变），使得 AL 7 U ，0 二) A ， 则称 A 是完全有 界集. 此时称 E 为 A 的有限 e - 网. 
注1容易证明，若 A 是完全有界的，则 A 的有限 e - 网 E 可以取为是 A 的 子集. 
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例如，由 Weiersrmss 定理知道， R " 中的有界集是列紧集.又根据有限覆盖定 
理， R ” 中的有界闭集是紧集. 

下面的定理说明了完全有界集这个术语的合理性. 

定理 1.6.1 完全有界集是有界集. 

证明设 A 是完全有界集.取 e = 1,则存在&，巧，…々 6 X , 使得& U ( x , ,1) ] A 

i—1 

对任意: A , 存在使得于是 

dCxyXi) ^ cKx,Xi) -f- cKxi ，工 i ) < 1 + max d (x, ,x,). 

\< i<k 

因此 A 是有界集. ■ 

下面用序列的语言分别给出完全有界集和紧集的等价特征. 

定理 1.6.2 设 A 是距离空间 X 的 子集. 则 A 是完全有界集的充要条件是 A 中 
的任一序列存在 Cauchy 子列. 

证明必要性 • 设 U n } C = 九 由于 A 是完全有界集，存在有限个以1为半径的开 
球覆盖 A . 因此存在一个开球 ^7(^,1) 包含 {心丨 中的无限多项 • 同样，存在一个开 

球以卜，+ )包含 U ”}( T /(： y 】， i ) 中的无限 多项. 即 LKya ) 门(7卜，+ )包含 U ”} 中 
的无限 多项. 这样一直进行下去，得到一列开球1/(%， y ), 使得门 … D 
)包含丨中的无限多项.于是存在的子列使得 

*l)fl (^2 ，+ ) fl … ，士 ) （々 =1’ 2, …）. 

由于当走> m 时，工〜， ^ U ^ y m ，士)，因此 

2 

dix„ k » ) < dCx» k ,y m ) + d(y,„ f x„ m ) < —. 

这表明是 Cauchy 序列. 

充分性 • 设 A 中的任一序列存在 Cauchy 子列. 若 A 不是完全有界的，则存在 &〉0 , 
使得 A 不能被有限个半径为&的开球覆盖.因此，任取 x / A , 则 A \ L 7 U ， e 。） 垆 0( 否 
则 A 匚 L/CthEo), 即 A 被 L/U,e 。） 覆盖，矛盾！） • 同理，任取: r 2 6 々），则 

AVUU ^ , e 0 ) UC /( x 2 , e 0 >) 0. 任取 o: 3 eAWh , e。）U UCr 2 ， e 。））. 这样一直进 

行下去，得到 A 中的序列 U w }， 使得 

6^\(C/(xi ， e 0 )u ( 工 2 ， OU … U Uix^i ， e 0 ) ) (W = 1 ， 2,“.）. 

由 U ”} 的取法知道当 n 关 m 时，，: c m )> e 。. 因此 U «} 不存在 Cauchy 子列. 这与 
假设条件矛盾.因此 A 必定是完全有界的._ 

推论 1.6.3 (1) 列紧集是完全有界集. 

(2) 若 X 是完备的，则完全有界集是列紧集. 

证明显然._ 
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定理 1.6.4 设 A 是距离空间 X 的子集.则 A 是紧集的充要条件是， A 中的任 
一序列都存在收敛于 A 中元的子列. 

证明必要性.设是 A 中的序列.若 U n } 无子列收敛于 A 中的元，则对任 
存在~>0和自然数〜，使得 L / U ， rj ) nUn : n > n x ) = 0. 集族 U / Oc , 

r x ) : 构成 A 的开覆盖.由于 A 是紧的，存在:使得 ~)]A 

但是当 iV > max {7 i yi ,，…，、 } 时 

U(yi 9 r y , ) 门 {o:„ ; 7i ^ N} = 0 (i = 1 ， 2 ， … ，袅 ) • 

从而乂 ， ruu w > n }-0. 于是更加有 = 0 . 这与 
UJ eA 矛盾. 

充 分性. 设 A 中的任一序列都存在收敛于 A 中元的子列，根据定理 1.6.2, A 是 
完全有界的.因此对每个正 整数〃 ，存在 A 的有限子集 £：„, 使得 

U U(y 9 -)Z)A. 

y 砭 E” \ 71 / 


若 A 不是紧集，则存在 A 的一个开覆盖 < 仏， a6 /}, 使得不能从其中选出有限个开 
集覆盖 A. 因而对每个正整数 71>1 ，也不能从 {G fl 丨中选出有限个开集覆盖 

U £ U ( y ， 七). 于是存在: y 6£ N ， 把这个 y 记为％，使得以… j ) 不能被 {&} 中的有 

限个开集覆盖 • 这样得到一个序列彳 ％ >CIA. 由假设条件，存在 { 乂 } 的子列 } 使得 
\ -^3»eA. 由于 {GJ 是 A 的幵覆盖，故存在 e>0 和某个 G a 。 ，使得 U (: y,e) 匚 &。 . 

取々足够大使得 ”* >寻并且以、，>0 < 音.则当: reU (3 V 士)时 
d ( x f y ) < d ( x 9 y ) + d ( y „ ，少） < 丄 + 备 < e . 

tit z 

这表明 u(3\ ， ^)ct/(^,oeG ao . 这与每个 LTp”, 去 ) 不能被 {&} 中的有限个开 

集覆盖 矛盾 . 因此 A 必定是紧集 ._ 

推论 1.6.5 (1) 紧集是列紧集； （ 2) 紧集是有界 闭集 . 

证明 （ 1) 结合定理 1.6.2 和定理 1.6.4 即知 . 

(2) 设 A 是紧集 • 由结论 （ 1) 知道是列 紧集 . 根据推论〗 .6.3, 列紧集是完全有 
界集 . 因而是有界集 . 再证 A 是 闭集 . 设 {a} 是 A 中的序列，； r„-x. 由于 A 是紧 
的，根据定理 1.6.4, 存在 {〜} 的子 列{、 } 使得、 — 乂九但已经知道 ^ x, 因 
此 x = 这表明 A 是闭集 . _ 

定理 1.6.6_ 设犬是距离空间 X 的子 集 . 则力是列紧集当且仅当：？是紧集 . 
证明设 A 是紧集 . 若是 A 中的序列，则 { ： r„} 也是 7[ 中的 序列 . 既然 A 是 
紧的，根据定理 1,6.4, { 心 } 存在收敛的子列.因此 >4 是列 紧的 . 反过来，设 A 是列 

紧的， U] 是 S 中的序列 . 对任意 《= 1 ， 2,… ，存在 : yAA ， 使得 ci( ： r„ ，： y„) 〈丄 . 

n 
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既然 A 是列紧的，存在{%}的子列使得根据定理1.4.3, •由 
于当 A — oo 时 

d ( 工 》 * ，： y) < cHx 、， y、) -i-d(y nA 9 y) < — + d( ： y« A ，： y) — 0. 

因此: S —： y. 这表明 S 是紧集 .■ 

推论 1.6.7 列紧的闭集是紧集， 

证明由定理 1.6.6 直接得到. ■ 

例1 在 "（l<p<oo) 中，令 

e n = (0,… ， 0 ， 1 ， 0,…）， n = 1 ，幺 ，…. 

n 

令 A = {e n : n ^\). 则对任意 A 6力， Ik l| p = 1，故 A 是有 界集. 由于当 m 古 m 时 
\\ e n - e H \\ p -2^, 因此 A' = 0， 因而 A 是闭集.显然 {e„} 不存在 Cauchy 子列，故 
A 不是完全有界的.这表明在一般距离空间中，有界集不一定是完全有界的，当然 
也不一定是列紧的.这个例子也说明，有界闭集不一定是紧集. 

注意在例1中 P 是无限维赋范空间.在有限维空间中成立下面的定理. 

定理 1.6.8 在有限维賦范空间中，有界集是列紧集，有界闭集是紧集. 

证明设X是 n 维赋范空间.根据推论1.5.9, X与 K” 拓扑同构.即存在一对一 
映上的线性映射 T：X—K n 和常数 a，6>0, 使得 


a ||x || < || Tx || < 6 IUII, x ^： X . (1.6.1) 

设 A 是 X 中的有界集， IU ||< M ( x 6 A ). 设 U „> CA , 由式 （1.6,1) 得到 

\\ Tx n \\^ b \\ x n ||<6M (n^l) 


即是 K H 中的有界 序列. 根据 Weiemrass 定理，存在 {TxJ 的子列和 
^6 K ", 使得 I 1 Tx Ba —: y || —0- 设 x^X , 使得 ： Tx = % 由式（1.6_1)得到 

|| 工” 4 — x || < -^- || T ( x„ t — x )\\ = ~^\\ Tx„ k — jy II — 0(w — °°). 


故 l 这表明 A 是列紧的. 

再设 A 是有界闭集.由上面所证， A 是列紧集.再由推论 1.6.7 知道 A 是紧集. 

■ 

以上讨论的几种集的关系如图 1.6.1 所示. 


有界闭 ， . - ― ; 紧 
- 义有限维- 


列紧;=^完全有 界 ：二 ， 有界 
-尤完备 1 - 有限维 1 - 

图 1.6.1 


定理 1.6.9 设 A 是距离空间X中的紧集，/是 A 上的连续实值函数.则/在 A 
上有界，并且在 A 上达到上、下确界. 

证明先证明有 界性. 若/在 A 上无上界，则对任意自然数存在使 


36 


泛函分析 


得 /( A )> i 由于 A 是紧集，根据定理1.6.4,存在的子列使得 — 
x 6 儿由于/在 A 上连续，应有 f (工 n ) — /(x) .但 fix ' ) > n k -* oo t 矛盾！因此 
/在 A 上有上界.记<2 = 5^>/(0：).则存在 ％eA 使得/(%) — a. 由于 A 是紧集， 

存在的子列 U 」， 使 — yeA . 由/的连续性得到 

f ( y ) = lim/(^„. )= a . 

4 一 &:> ’ 

类似可以证明/在 A 上有下界并且达到下确界. ■ 

根据定理1.6.8,在有限维赋范空间中，每个有界集是列紧集.下面我们要证 
明，这是有限维空间与无限维空间的一个本质的差别.为此，先证明一个引理. 

引理 1.6.10 (F.Riesz) 设X是赋范空间， £(ZX 是闭子空间， E ^ X , 则对任 
意 0< e< 1，存在: c。eX, lUoll - 使得 


cKx 0 » E) ^ e. 

证明任取:^€久\£.由于£闭集，故 3=^(4 ，£：)> 0( 参见习题1第16题）. 


于是夸 〉土取 ㈣ 使得 II 一 令工。则卜1•对于 


任意 X ^： E , 由于 x 2 + 11 a — 工 2 It 因此 11 工 1 一（工 2 +llxi — x 2 II x) II > d . 于是 


II -^0 — X II = 


工1 一工2 
II 工1 — 工2 II 


IUl — (-T2 + II Jl 一 工 2 IU) II 、 d_ 

II JCi 一 工 2 II 

6 


e . 


因此 dCr。，E)>e. ■ 

定理 1 . 6.11 设X是无限维赋范空间，则X中闭单位球不是列紧集. 

证明令 B x = uex:iu»<i} 是X 的闭单位球，则是有界闭集.任取 
GX , || x , || = 1. 令 = span {:^ } ， 则 dimE L = 1. 由推论 1.5.9 知道 是闭子 
空间.由于 X是无限维的，故呙 关兄 由 Riesz 引理，存在 ：c 2 6X，IU 2 II = 1,使得 

d ( x 2 , E !> 令 £ 2 = spanix 】， o ： 2 }. 则 £ 2 是闭子空间，并且 # X . 于是存在 


^6 X , || x 3 || = 1, 使得 d(x 3 , E 2 )^ j -. 如此进行下去，得到一个序列 


—列闭了空间 {£J ，使得^ 由于当 7W > ”时，； C： £„*_丨，因此 

II 工 „ 一 O：” II > d(.X m9 ^ y. 

这表明 {x „} 没有收敛的子 序列. 因此不是列紧的. ■ 

推论 1.6.12 设X是賦范空间 • 则以下三项是等 价的： 

(1) X是有限维的. 

(2) X中的每个有界集是列紧的. 

(3) X中的每个有界闭集是紧的. 

证明（1)>(2).这是定理 1.6.8 所述的结论. 

(2)=>(3).根据推论1.6.7,列紧的闭集是紧集.故 （2) 蕴涵 （3). 
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(3) 冷 （1). 由定理 1.6.11 即知. ■ 

1.6.2 空间 C[a,&] 中列紧集的等价特征 

在有些空间中可以给出其子集是列紧集的充要条件，用这些条作可以较容易地 
判别一个集是否是列紧集.这里我们只考虑 C [«，6] 中的情形. 

设 A = 是[«，幻上的一族连续函数.若对任意 e >0, 存在8>0 

使得当并且对任意成立 

\ xait ) — x a U ’）| < e ， 

则称 A 是等度连续的函数族. 

例如，若函数族 A == { x a Ct )) 满足 Lipschitz 条件，即存在常数 L 使得对任意 
■ x «( t ) 6 A 成立 

\ x tt U ) — x a (, t ,y >\ ^ L 一 《’| (“ f ’€[ a ，6])， 

则 A 是等度连续的函数族. 

定理 1 . 6.13 ( Ar Ze U - AscoU ) C [>，6] 的子集 A 是列紧集的充要条 件是： A 是有 
界的等度连续的函数族. 

证明 必要性.•设 A 是列紧集，则 A 是有界集.下面证明 A 是等度连续的.对 
任意£>0 ,设£：= U ，: r 2 为 A 的 |网. 由于每个 々( f ) 在 [ a ,6] 上连续， 
从而在 [ a ，6] 上一致连续.于是存在$>0 ,使得当一 f |< 占时 

\xiit) 一 xW)| < + (/ — 1» 2,•••，;《)• 

对于任意: re a ,存在工* e 芯 使得 lb — a II < 音. 于是当卜一叫 < 占时 

| x (0— 1(叫< \ x ( t ) — x k Ct )\ + 卜(0—： r *( f ’)|+ | x*(rO — x <^)| 

^ 2 || x — x* || -h || x k Ct ) — x*(tO ||<y + 音 =£• 

这就证明了 A 是等度连续的. 

充分 性:设 A 是有界的等度连续的函数族.由于 C [〜6] 是完备的，由推论1.6.3, 
为证明 A 是列紧集，只需证明 A 是完全有界集. 

由于 A 是等度连续的函数族，对任意 e >0, 存在 S >0 , 使得当 r ， re [ a ,6] 并 
且 \ t - t ^\< d ^ 9 对任意 a ： eA 成立 

卜⑴一工 (")|<+. (1.6.2) 

o 

在|>,幻插入有限个分点“: <&<>•<& =心使得 k _ rw |<3 G = 2, 3, …， 
72) •令 

A = {x = ( x (“）， jr ( f 2 ) ，…，工（之”）） * J：6 A }. 
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则 AczlC *. 由于 A 有界，存在 M〉 0使得 llxll < M(x€A). 对任意芡€焱，我们有 
|| x || = ( Y) |x(r t )| 2 ) T max |x(^)| = Jn \\x It < ^fnM. 

f_l a < t<b 

因此 A 是 K” 中的有界集.从而是完全有界集 • 于是存在^ ，心 ，…， A， 使得3 
中相应的 m 个点 

Si = (.XiCti ) , 工 〆。），•••，：,(“）） （/ = 1 ， 2,… ， w) 

构成3的 + - 网. 我们证明£：= { x l 9 x 29 - 9 x m } 是 A 的 e - 网- 

对任意 x ^： A , 对应的 f = ixQ \) » x ( f 2 ) ，… * x ( i „))6 A , 从而存在右，:£ 2 ， … ，无《中 
的某一个元= 0*(6)， x *( r 2 ), — , x *( r n >), 使得 

( 2 | x ( ti ) — X *( tf )| 2 ) = I ! x — X 4 II < y . 

于是对每个； =1,2, 成立 

| 工 (0— d.6.3) 

对任意 [ fl ， 办]，设则由式 U.6.2) 和式 （1.6.3) 得到 

|x(r) — x k ( t )\ ^ \ x { t ) — jr(«,)|4- 1^:(/,) — x*(r,)|+ |工*“.) 一 工*(0| < e. 

因此 IU — 这表明£是义的 e - 网. ■ 

例2 考虑 C[0，1] 的子集 A= {e^ fl ,a >0}. 对任意 x = e ^ eA , 因为 

|| x || = max ( e^l = e 1 ^® ^ e . 
o«i 

故 A 是有界集.根据微分中值定理，对任意有 

| 工 (G ) — xCt 2 ) | = | e’ l_a — e ’ 2_fl | = "卞— t 2 \ ^ e|«i — t z \ , 

其中上式表明函数族 A 满足 Upschkz 条件. 因而是等度连 续的. 根据 
Arzela-Ascoli 定理， A 是 C[0，1] 中的列紧集. 

习题 1 

1. 设 （U) 是距离空间.证明 pix . y ) = rj-^-^-Cx^6X) 也是X上的距 

1 + dKx 9 y) 

离 • 

2. 设 A 是距离空间X的非空子集.证明对任意: c,：y€X 有 

\d{x 9 A) 一 d (: y ， A )|< cKx<,y), 

3. 证明在空间 s 中按距离收敛等价于按坐标收敛.这就是说，如果 

x u> = (: ci") ，： rP ，•••）， x = (jci ,j ：2 ,*••) , 

则 dU 00 , 工）—0的充要条件是对于每个1, 2,…，有 o : 严— — oo ). 
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4. 在 R 2 上分别定义两个范数 

11(:1 ，工 2 ) 111 = kil + W ， 11( 工 I ，工 2 ) llz = max { \ xi \ , \ x 2 \ }. 

试分别画出 （ R 2 , IMU ) 和 （ R 2 , 1卜11 2 )中的单位球面 • 

5. ⑴设 p ， </， r > 1，士十丄=丄， /6 L " CE )> geL \ E ). 证明 

P Q r 

\\fg Hr < ll/ll, \\ g \\ q ， 

(2) 设 /)， g ， r > 1 并且 + + + + + = 1 ， feL p ( E ) 9 geL q ( E)y heL r { E ), ffi 
明 

Wfgh IK < ll/llp || 幺 || 9 II h || r . 

6. 设 J < oo , / e //( E ) 门 !/(£)• 若+ = + + ^^(0<4<1).证明 

ii/ii, < \\ft ii/r' 

7. 设 1 <A </) 2 < oo . 证明： 

(1) C l p K 

(2) 当 m ( E ) < oo 时， L p 2( E ) CZL ^( E ). 

8. 设 / eir ( E ). 证明 

1 (/IU = inf sup |/( x )|. 

EqCE . «< e 0 )=o z ^ e - e 0 

9. 设 X 是距离空间， AC 兄证明4°是包含于 A 的最大开集， A 是包含 A 的 
最小闭集. 

10. 证明 U = U ) ei p >0, i = 1, 2，.-}是/，（1</><00)中的闭 
集. 

n . 证明 c [— 1, 1] 中的偶函数之集是无内点的闭集（因而是疏朗集). 

12. 设 A 是 C [ a ， 幻中的非负函数所成之集.试求 A e . 

13. 证明赋范空间的真子空间不含内点. 

14. 设 E 是赋范空间 X 的线性子 空间. 证明 E 也是 X 的线性子空间. 

15. 证明 C [0,1] 上的映射 （ Tr ) U ) = sinor (/) 是连续的. 

16. 设 （ U ) 是距离空间， A 匚 X . 证明： 

(1) fix ) = d ( x 9 A ) 是 X 上的连续 函数. 

(2) 若 A 是闭集， j ：$ A . 则 d ( o :, A )>0. 

17. 设 F 是距离空间 X 中的闭集.证明存在一列包含 F 的开集 { GJ ， 使 
得卩=门氏. 

n^l 

18. 设 A ， B 是距离空间中的两个闭集，证明存在两个开集 L 7 和 V 使 
得 l ； nV = 0,并且 ACZC 7, BC ： V . 

19. 设 X 和 Y 是距离空间， — Y 是映上的连续 映射. 证明丁将稠密集映射 
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为稠密集. 

20. 证明空间 c 。 和 t •是可分的 • 

2 L 设{心}是赋范空间 X 中的一列元.证明 E = spanUj 是可分的. 

22. 赋范空间 X 中的序列{匕}称为 X 的 Schauder 基，若对 X 中的每个元： r 都存 

co 

在唯一的标量序列 U w }， 使得： r = -证明： 

!•= 1 

(1) 具有 Schauder 基的赋范空间是可 分的. 

(2) 指出 l p (l ^ p <. °°)的一个 Schauder 基. 

(3) r 是否具有 Schauder 基，为什么？ 

23. 距离空间的子集£:称为是完备的，若 E 中任意 Cauchy 序列都在 E 中收敛 • 
证明： 

(1) 距离空间的完备子集是闭集. 

(2) 完备的距离空间的每个闭子集是完备的. 

24. 证明空间^。和 c 是完备的. 

25. 证明广和 L °°( E ) 是完备的. 

26. 证明若赋范空间 X 中的每个绝对收敛的级数都是收敛的，则 X 是完备的. 

27. 设(^00= U = i ⑴： 在 R 上连续，并且 limxW = 0}. 证明 GOO 按 

f-^oo 

照范数 ll * r || = s ^)|: cU )| 成为 Banach 空间. 

28. 设]^[“6]是[〜6]上的绝对连续函数的全体.证明 AC [>，6] 按照如下定 
义的范数成为 Banach 空间： 

||工||= + | 工 ’0〉| d /. 

29. 设在距离空间 X 中成立闭球套 性质： 若 S „ = 是 

—列闭球，满足…，并且 —0. 则存在唯一的点 x 60^ S „. 证明 A ： 是 
完备的. , 

30. 设 / C 是 R ” 中的有界闭集，： r 是 iC 到自身的映射，并且满足条件 

cKTx 9 Ty ) <! , )/ x ^ y ^： K 9 y % 

证明 丁在 K 中存在唯一不动点.试举例说明，若 K 是无界的闭集，则结论不成立（因 
而在一般的完备距离空间中，相应的结论不成立）. 

提示： 考虑函数 /(* r ) = dU . Tx ) ( x 6 K ). 

31. 设 aU ) 是 [0,1] 上的连续函数.证明存在〔0，1]上的连续函数 x (0, 满足 

xit ) = -^-sin xit ) + ait ), 

32. 设 K ( s ， d 是正方形(^，^、[心幻上的连续函数，并且存在常数 M >0, 使得 

证明当 | A |<^ 时，对每个 9^0)6 C [“，6]，积分方程 

x ( t ) = A J K ( s , t ) x ( s)ds ( pit ) 
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在 C [ a ,6] 中存在唯一解. 

33. 设 KGV ) 是 [ a , 幻 X [〜 幻上的可测函数.满足 \ K ( s 9 t )\ 2 ds ) ck < L 证明 
积分方程 

x { t ) — K (6 •，/ ) x (5) d 5 + ait ) 

a 

对每个 a = ait ) ^ L 2 [ a t ^3* 存在唯一 解 x = x ( t ) 6 L 2 [ a ， 厶]. 

34. 设 〜 - {x - U „)： ( x „) 只有有限项不为零）.在 Co o 上定义范数 IU || = 
supk |. 证明 Cfl 。 不是完备的.指出它的完备化空间，并且证明你的结论. 

35. 在 C[0,1] 上重新定义范数 如下： 

llxlli = |x(r)| d^,j ： eC[0,l]. 

Jo 

证明 （c[o，i], Ihiu) 不是完备的，其完备化空间是 U[0，1：1. 

36. 在 L 2 [0，1] 上定义两个新的范数如下 

11/1“ = J 。 |/(x)|cbr ， ll/Ha = (| 。 (1 + x)|/(x)l 2 dx)' 

讨论 L 2 [0,1] 上原来的范数||/11 2 与这两个范数的等价性. 

37•设 C (0 9 1] 是(0，1]上的有界连续函数的全体按照范数 Ikll == 所 

成的赋范空间 • 证 明广与 C(0,1] 的一个子空间等距同构， ^ 

38. 设{九（0}是 [a，6] 上一列次数不大于 々的多 项式，并且{/>„(0}在[〜6]上 
一致收敛于函数 *r(Z ). 证明： c(0 必为多项式. 

提示： 令£ = span (l 山… /), 则£是(：[>,幻的闭子空间. 

39. 证明 C [ a f dJ 中的多项式的全体 P \_ a , b ] 是第一纲集. 

提示： 利用第13题的结论. 

40. 设 x 和 y 是距离空间， — /是连续 映射. 证明 T 将紧集映射为紧集. 
4L 设/^是距离空间X中的一列非空闭集， K rt 3K MH Cn>l), 并且其中至少 

有一个是 紧集. 证明 

42. 设X是距离 -间. 证明若X中的每个完全有界集是列紧集，则X是完备的. 

43. 设X是赋范空间， A,BC：X. 若 A 是紧集， B 是闭集，证明 A + S 是闭集. 

其中 


A + B = { x-\-y 


44. (1) 设 X是距离空间， A，S 是X的非空子集.证明若 A 是紧集， B 是闭集， 
并且 Af|B = 0,则以 A , B )>0. 

(2) 举例说明，当 A 是闭集时， （1) 的结论不成立. 

45. 设X是赋范空间. 

(1) 若 E 是 A ： 的有限维子空间.证明对任意 存在: yeE , 使得 

IU-3^1! = dU ， E). 

(2) 举例说明，若 E 是无限维的，则 （1) 的结论不 成立. 
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46. 设 x , y 是距离空间， a 是 x 中的紧集，： T:A — y 是连续 映射. 证明： r 在 
a 上一致连续. 

47. 下面的集是否是 C [0，1] 中的列 紧集： 

(1) { sin (^ + A ) ： A 6 R }. 

(2) {sinrm : 72 = 1 ， 2,… 

(3) {r = 1，2,"，}. 

48. 证明无限维的 Banach 空间不能分解为可列个紧集之并. 

提示： 先证明无限维赋范空间中的紧集无内点. 

49. 证明 A =卜= Cxi )： | x ( | < + , !• = 1，2，". 1 是广中的紧集. 

提示： 证明 A 是完全有界的闭集. 

50. 证明： "（ l < p < oo ) 的子集 A 是列紧集的充要条件是 A 是有界的，并且 
对任意£>0,存在自然数〜使得对任意 : r = (;) eA 成立 f | x ,| p <€. 

«=«朴1 
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第2章有界线性算子 


有界线性算子的理论是泛函分析的核心 内容. 有界线性算子就是赋范空间之间 
的连续线性映射.在数学的各个分支学科中，经常会遇到各种各样的有界线性算 
子.泛函分析研究一般有界线性算子的性质，其结果可以应用到各种具体的有界线 
性算子 • 

在这一章里，先介绍有界线性算子的基本概念.然后介绍共鸣定理，逆算子定 
理和 Hahn - Banach 定理等重要定理.这些定理是泛函分析的基本定理，它们在泛函 
分析的理论和应用中都是非常重 要的. 

有界线性泛函是取值于标量域空间的有界线性算子.本章还要介绍某些重要空 
间上的有界线性泛函的表示定理，弱收敛与弱 • 收敛以及共轭算子等. 

§ 2.1 有界线性算子的基本概念 

2.1.1 有界线性算子的定义与例 

先回顾线性算子的定义.设是线性空间，其标量域为 K , 了：是一映 
射.若对任意:^ r 2 6 X 和 a ， PeK 成立 


TCaxi 十知2) = o:Txi H - pTx 2 > 

则称了 为线性 算子. 特别地，称 X 到标量域空间 K 的线性映射 / K 为 X 上的 

线性泛函. 

若 : T 是线性算子，则 7 X 0) = T (0-0) = 0 • T (0) - 0. 

设久， Y 是线性空间，： Y 是线性算子.记 

N ( T ) = uex :Tr = 0}， R ( T ) = {Tx tx 6 X }. 

分别称 N (丁）和尺（丁）为丁的零空间和值域.容易验证 N (： T ) 和 JR (丁）分别是 X 和 
Y 的线性子空间. 

例1 设久是《维线性空间，4 …， g 是 X 的一组基， A = (七）是一个; 

阶矩阵.定义算子 

T ： X ~^ X 9 了 (!>>〜)= 

i-i 
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其中乂 = = l ，2 r “， n ). 用矩阵表示即 


yi 


’“11 «12 … “】》 


(Xi . 

yz 


^21 a 22 … a 2n 


工 2 

螫 

鲁 

鲁 

y n . 


• • • 

• ♦ • • • • 

蠢參 ♦ 

an\ ^nZ …, 


• 

• 

雖 


则了是线性算子，称之为由矩阵 A =( 巧）确定的线性算子.反过来，设 — X 
是线性算子.则了〜必是^^^…^^的线性组合-设 

n 

Tej — 2 a v e|> J === l ，2，.”， n . 

I«=l 

h n 

当怎 = 乏] 工 & 时，记 y = Tj : = ^ 3 ^，则 

/-I 

n n n n n 

y = 2 x > Te， / ^ H x j = 2(2“,>心)〜 

i " i >_l «^l > = I 

n 

因此％ 1 , 2 , …， w ), 这表明： r 是由矩阵 A = (%) 确定的线性算子. 

因此当基底取定后， X 上的线性算子与 nXn 阶矩阵一一对应. 

线性泛函的情形更 简单. 设(〜，《 2 ,…,〜） € K ”. 当: c = ■时，令 

i^l 

n 

/(• r ) = ^ UiXi ， ( 2 . 1 . 1 ) 

1 = 1 

则 / 是 A ： 上的线性泛函.反过来，设/是 X 上的线性泛函， 记〜 =/ U)G = 1 , 2 ,…， ；!). 
则 

/( 尤〉 = /( 2 ^') = = ^UiJCi. 

»-1 f-l r=l 

这说明 X 上的线性泛函都可以表示为式 ( 2 . 1 . 1 ) 的形式.因此 X 上的线性泛函与 K tt 
中向量一一对应. 

例 2 设 K ( s ， t ) 是 [ a , 6 ] X [ a , 6 ] 上的可测函数，满足 
M = (J (J | K ( i “)| 2 ck ) ds ) 7 < oo . 

对任意 xeL 2 [ a , 幻，令 

( Tr ) ( s ) = K ( s 9 t ) xit ) dt 9 
J a 

fix ) — J x { t ) dt . 

则了和 / 分别是 L 2 [“， 6 ] 上的线性算子和线性泛函 • 事实上，由 H6lder 不等式，对 
任意 z 6^ 2 [a，6] 有 
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b |(7>) (i)| 2 d5 = P | 「 iC(i. ， 0:r(f)df 2 山 

a J a \ J a 

< | 6 (J 6 |KG ， t)| 2 cU J* |or ⑴ 1 2 山卜 ‘ 
= J ' ( J ' | K (5,0| 2 df ) d 5 J ' \ x ( t)\ 2 dt 

= M 2 |UIIL 


( 2 . 1 . 2 ) 


故 TreL 2 [〜6]. 因此 T 是 L 2 [ a ,6] 到 L 2 [>，6] 的算子.由积分的线性性知道了是 
线性的.仍利用 H 6 lder 不等式得到 

J | x (/)| dt ^ ( J * ltU ) 2 ( J * |: r ( f )| 2 ck ) 2 = Vb — a \\jc \\ 2 . (2.1.3) 


这表明 x («) 在 [>，6] 上可积.故 / 是 L 2 [>,6] 上的泛函，/的线性性是显然的. 

例2中的算子丁称为第二型 Fredholm 积分 算子. 

定义 2 . 1.1 设 X ， Y 是赋范空间， — Y 是线性算子.若 T 将 X 中的每个有 
界集都映射为 y 中的有界集，则称 r 是有界的. 

有界线性算子之所以重要，是因为根据下面的定理，线性算子的有界等价于 
连续. 

定理 2.1.1 设 x ， y 是赋范空间，： T : X — Y 是线性 算子. 则下列三项是等价的： 

(1) 了是有 界的. 

(2) 存在常数 c > 0使得 ||Tr || < c IM | U € X ). 

(3) : T 在 X 上连续. 

证明 （1)4(2). 由于 S = U :|| x ||< l } 是 X 中的有界集，丫是有界的，故 
TXS ) 是 Y 中的有界集.因此存在常数 c >0, 使得对任意: reS , || Tr ||< c . 对任意 


ex , x ^ o , 由于故 


WTx || 


Ik II — 

因此 irrr ||< c ||: c || ( x 6 X ). 
(2)=>(3). 设 U ,} 匚 X ， 


tTx 


T (iifn) 


< 


• 11:11 

，—二 由于丁是线性的，因此 


0 < II Tx n — Tx II = II T ( x n 一 i ) II < c IU” — o:|| -► 0. 

这表明： — Tr . 因 此了在 X 上连续. 

(3)4(1). 若: T 不是有界的，则存在有界集 ACX ， 使得: T ( A ) 不是有界的•此 

时存在 UJ CA , 使得 IUJ < MU >1)， 但是 令: y „ = 则 

% — o . 由于： r 连续，应有： r % — t ( o ) = o . 但是 


|| 7» T ⑵ 
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矛盾.因此 T 必有界.猶 

注1 回顾在§ 1.5 中我们定义了两个赋范空间的拓扑 同构： 设 X 和 Y 是赋范 
空间. 若存在映射 T : 使得丁是〜对一映上的、线性的，并且存在 a ，6>0 

使得 

a |U || < \\Tx || < 6 \\x || (x 6 X ), (2.1.4) 

则称 X 与 Y 是拓扑同 构的. 根据定理 2.1.1, 式（2丄4)的第二个不等式蕴涵: T 是连 
续的. 对任意 x 6 X ，记 ： Tr = ： y , 则 T~ l y = x . 由式(2丄4)的第一个不等式得到 

IIT-yi = IUH < 丄 imil =丄 IbMI. 

a a 


这表明映射 : y — x 是连续的.因此 x 与 y 拓扑同构的充要条件是，存在 一一 
对应的映射 — y , 使得： r 是线性的，并且7’和: r - 1 都是连续的. 

线性泛函是线性算子的特殊情形，因此定理 2.1.1 的结论对线性泛函当然也成 
立.对线性泛函还成立如下定理. 

定理 2.1.2 设/是赋范空间 X 上的线性泛函 • 则/在 X 上有界的充要条件是 
/的零空间 w (/) 是闭集. 

证明设/在 X 上有界，则/在 X 上连续.设 U } C ： N (/), X ,— t 则 /CO 
二 0(/1 彡 1)，于是 / u ) = lim/OO = 0. 因此: rGN (/). 这表明 N (/) 是 闭集. 

反过来，设 N (/) 是； C 中的 闭集. 我们证明/是有界的.若不然，则存在 
使得 l /( A )|> n || xJ •令 


yn = 


之” _ 工1 

/(:„) /( jTi ) 


(n = 1 ， 2, • 


则因此: y ^ ew /〉 （”彡 1). 另—方面，由于 


Too 


II 

Jf^Jl 



(”一 Co ), 


这说明因此％ — y ==- yfxj * 但是， G ) i / o , 因 

此: y $ N (/)， 这与 n (/) 是闭集 矛盾. 这个矛盾说明 / 是有界的. ■ 

例 2( 续）设了和/如例2中所 定义. 式 （2.1.2), 式 (2.1.3) 两式分别表明对任 
MxeVla . b -} 成立 

l!7x|| 2 <M||x|| 2 , |/U)|< v / ^ : ^lk|| 2 . 

根据定理 2. U ， 了和 /都是有界的. 

例3设 : r :； f — Y 是线性算子 • 若 X 是有限维的，则： T 必有界. 

证明设（ X ， II . H ) 是”维赋范空间， ew % 是久的一组基由定理1.5.8,存 

在常数 a , 6 > 0使得对任意 : r = 交 n € X 成立 
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WE W 2 ) 1 ^" 工"<办(2 W 2 ) 7 . 


由 H6ldei •不等式得到 


HTxll ： 


^XtTei < 2 WlIT^, II 


< (2 NOME ll^ ll 2 )^ <-(2 IITe i ll 2 ) i ||x||. 


由于 c = 丄（1； II k II 2 ) 1 是与 x 无关的常数.根据定理 2.1.1, 了是 有界的 • ■ 

a r=l 

下面给出一个无界的线性算子的例子. 

例4设 C … [0,1] 是定义在区间[0，1]上的具有连续导数的函数的全体.作为 
c[0，l] 的子空间， C (1> [0，1] 成为一个赋范空间.定义微分算子 
D :C ⑴ [0,1] —C[0，1]，(Dx)(0 = x f U ). 

则 D 不是有界的.事实上，取〜(。二？”“： 1,2,…）.则对任意〜 a 6C ⑴ [0,1], 
并且 IUJ = 1， 但 


|| D . J | = m f < xk-|= W U = l ，2，— . 
这表明 D 不是有界的. 


2.1.2 算子的范数及其计算 


定义 2.1.2 设是赋范空间，丁： X — Y 是有界线性算子•称 

II T || = sup \\Tx || 

IUIK1 

为算 子了的 范数. 

若/是X上的有界线性泛函，则/的值域是标量域 K, 此时 

11/11 = sup |/ Oc )| • 

IUIK1 


定理 2.1.3 设 T : X - Y 是有界线性算子•则 


II I'll = sup = sup \\Tx II . 


IM 


(2.1.5) 


lii ll - 


证明 我们有 


sup 


IUIK1 


sup 


T 


llxll 

( iifli ) 


因此式 （2.1.5) 成立. 


sup \\Tx || < sup || Tx ||. 

IklKi 


设： r:x —Y 是有界线性 算子. 根据定理 2.1.3, imi = suplj^}!. 因此 

||x || 


iiTxixiiniiixii <xex). 
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另一方面，若常数 r >0 使得 ||7> l |< clUl | CreX ). 则有这表明 || T || 是 
使得 IITr || < c IU || Or € X )的常数 c 中的最小的一个. 

显妹，若 K * r ) =: r (: reX ) 是 X 上的恒等算子，则 J 是有界线性算子，并且 1 UI 1 = 1. 
算子/也称为 X 上的单位算子. 

一般说来，计算一个给定的算子范数并非易事.下面给出两个计算算子范数的 
例子.先介绍一个记号.设: t 是实数或复数.令 

，工夫 0 ， 

sgnx = s Kl 

■ 0 , 工 = 0 . 

称 sgnx 为符号函数.函数 sgnx 满足 jrsgni = \x\ , |sgnx| ^ 1. 

例 S 设数列 a = ( a ) f / 1 .在 r 上定义泛函如下： 

Oo 

/(^c) = ^^UiXi , x = (x. ) 6/' 

***-1 

显然 / 是线性的.现在计算 ll / ll . 对任意 Uder *， 

OQ ^3 

|/(x)| < 2 \ a i x \ ^ 2 \di\*sup\xi\ = llxIU. (2.1.6) 

«=i i=i 

这表明/有界，并且 ll/ll Shlh . 另一方面，令 

x (0) = (sgna! ,sgna 2 ,•••)» 

则工％ er ，并且 iu( 0 )iu < 1 .由于 

i/(x co) )| = |2^»- 0> | = j2 a < s ^ na *| ― 2 ~ 

i-*l 1=1 i^l 

因此 imi 彡 iwl . 综上所证得到 ii/ii = ikii ,. 

现在将 / 视为 q 上的泛函，重新计算 ll / ll . 仍由式 (2.1.6) 得到 ll/ll <|| a | h •另 

k 

一方面，对任意 e >0, 存在 々使得 D klsiM , — e . 取 

t=l 

工 ( 0> = (sgn “ 】， … ， sgnci”0 ，-..)， 

则€ c 。 ，并且 IU ⑼ |U < 1.由于 

1/(x (。))卜 |2^.- 0) | = |2a;sgna;|= e - 

»» 1 I«1 i'kI 

故 Wli — 由 e >0 的任意性得到 II / IISIMl 从而 11/11 = [[alL ■ 

例 6 (第一型 Fredholm 积分算子）设 K (. v ,0 是[«,幻 X 0,6] 上的连续 函数. 
定义算子 T : C [ a ，6] — C [ a ，6]， 

( Tx ) (s) = J K(s 9 t)x(t)dt 9 x 6 C[a t 6]. 

现在计算 11711. 记 c ： = max |/ C ( A ， f )| 由.对任意 j : 6 C[a ,6], 有 

J a 
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|| T!r || = max 


^ max \Kis^t)\ max |x(^)| dt = c ||j: ||. 

a a^t^b 


j \(6“)0： ⑴叫 

因此 imi < c . 另一方面，由于[ 6 |/^，糾出是6的连续函数，因此存在处 e [«， 幻，使得 

c = J [/ C ( a * 0 *?)( df . 

令工 。（0 = sgn K(5 。，;）， 则 x 0 it ) 在上可测，并且 |x 0 (i)) ^ 1( 但 jr 0 ( t ) 未必在 
1>，6]上连续).根据 Lusin 定理，对任意£>0,存在连续函数勾（0,使得 |: c ,( f ) l<l 
并且 

m { t ^： \_ a ^ b ~] ijci ( t ) ^ x 0 ( t )} < e . 

因此工 i = JCi (t) ^ ： Cla 9 dJt || xr || ^ 1. 令 M = max |iC(*y，/)| • 贝！ 1 


< 


< 


K(s 0 ,t)x 0 (t)6t 


K (s Q ,^> — jci (O)dr + 


K ( a 0 jt ) x \ ⑴ dr 


U ! ^ x Q ) 

<2Me + ||Tx l ||<2Me + |!T||. 
由于 e >0 的任意性得到 c <||7 l . 最后得到 


|K( 5o , 0| |(o ： 0 (O-z 1 (O 〉 |ck+ |CTr l >U)| 


II T|| 


max 

J 


| K ( a ，，)| < k . 


2.1.3 有界线性算子的空间 

设 x ， y 为赋范 空间. 用 B ( x , y ) 表示 x 到 y 的有界线性算子的全体.特别地, 
B ( X , X ) 简记为 iKX ). 对任意 A ， BeB ( X ， Y ) 和 aeK ， 定义 

(A + B)x = Ar Bx 9 ( crA)x = a Ax , x ^ X . 

则焱+ 5，《4都是久到 Y 的线性 算子. 由于对任意: r € X ， 有 

|| (A + B)x(|= || Ar + Br || < || Ar || + ||Hr || < <I|A|| + ||B ||)||x|U (2.1.7) 

因此 a 十 5 是有界的，即 a + 类似地知道 aA efi ( x ， y ). 容易知道 

B ( X , V ) 按照这样定义的加法和数乘运算成为线性空间. 

我们验证上面讨论的算子范数 II . II 确实是 B ( x ， y ) 上的范数. 

⑴显然 Mil 彡0,并且当 A = 0时 IIAII = 0. 若 || A || = 0, 则对任意必 
有 Ar = 0，从而 A = 0. 

(2) 对任意 a ^ K , ||aA || = sup || ( aA ) x || = sup | a \ \\Ax || = | a | ||A ||. 

\UW<\ HxlKl 

(3) 由式 (2丄7) 知道有 ||A + B ||<|| A 1|+|| B ||. 

因此 IHI 是上的范数， B ( X , Y ) 按照算子范数成为赋范空间. 
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特别地，X上的有界线性泛函的全体所成的赋范空间 B(X，K) 记为X%称之 
为X的共轭空间. 

定理 2.1.4 若 Y 是 Banach 空间，则是 Banach 空间. 

证明 设 {D 是中的 Cauchy 序列. 则对任意 e>0, 存在正整数/V， 
使得当时， \\ T m - T n \\< e . 于是对每个: t eX， 当 m，n>N 时 

\\ T m x - T n x II = II ( r w — T n ) x \\ <\\ T m - T „ IIIU II < elk ||. (2.1.8) 

这表明是 y 中的 Cauchy 序列.由于 Y 是完备的，因此 {7>} 收敛. 对每个 
令 Tx = lim7>， 则: T 是 X 到 Y 的线性 算子. 在式 (2 丄 8) 中固定 n > iV， 令 m — oo, 

得到 

|1(T— 丁”） j：|| = ||Tr — x ^ X . (2.1.9) 

上式表明 T - T M 6 B ( X , y ). 由于 B ( X ， Y ) 是线性空间 ，故丁 = ( T - T fl ) + T w e 
B ( X 9 Y ). 并且式 (2.1.9) 表明当 77 > TV 时 

IIT— 丁』 <e. 

因此按照中的范数 limT„ = 丁.这就证明了 B(X,Y ) 是完备的. ■ 

由于标量域空间 K 是完备的，根据定理 2.1.4 知道，任一赋范空间X的共轭空间 
X •是 Banach 空间 • 


§ 2.2 共鸣定理及其应用 

共鸣定理是泛函分析中的一个基本定理.在共鸣定理被提出之前，在几个不同 
的数学领域中发现了这个定理的特殊情形.例如关于 Fourier 级数的发散问题，求积 
公式的收敛性和发散级数的求和法等问题中都发现了同类定理.在这个基础上， 
Banach-Steinhaus 共同提出了这个一般的定理. 

设 X，Y 是赋范空间，{丁。是一族 X到 Y 的有界线性算子.若对任意 xex， 
存在常数吣使得 ||U<M/a6J)， 则称 {T a } 是点点有界的.若存在常数 M 使 
得则称{^}是--致有界的.下面的共鸣定理表明当 X是 Banach 
空间时，点点有界的算子族是一致有界的. 

定理 2.2.1 (共鸣定理， Banach-Steinhaus) 设X是 Banach 空间， Y 是赋范空 
间， {T a : ae/} 是一族X到 Y 的有界线性算子.若对任意: c€X，sup ||T fl x||<oo, 

a6/ 

则 SUP II Tail < OO. 

证明 对每个自然数 〃，令 

E n = {x 6 X •• sup ||7\ x \\^. n }. 

先证明每个 & •是闭 集.对每个和自然数/2,令由 
于 T a 有界， 当 U*} 匚氏，》，： C* — X 时，|11工|| = 因此:.这 
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说明亿,„是闭集.而氏是一族闭集的交，因而反是闭集. 

由假设条件，对每个: cex ， sup || T 0 x ||< oo , 这表明 X = Cl 匕.由于 X 完备， 

«€i ne=1 

根据定理1.5.5, X 是第二纲集.于是存在〜使得不是疏朗集.而 E ,,。 是闭集，因 
此(£^)° = ( E „。）。 关 0. 于是存在一个闭球 S (: c 。，^ CK 。. 由于当时, 
x 0 ~\~rx 6 S ( j：o t r) C ： E nQ ♦ 因此 II T fl ( 工。 + rr ) || < w。. 于是 

||T a or ||= 丄 l|T a (j：o -\-rx — x 0 ) II < 丄 II7\(or 。 + ro:) || + 丄 ||T a 文 。|| 
r r r 



因此 II 丁』<~(。6!乂 ■ 
r 

若从反面叙述定理 2.2.1 就是，若 sup || 7； || = oo , 则必存在:^。6久使得 suplU’^J 

= oo . 这样的: T 。 称为共 鸣点. 因此定理 2.2.1 称为共鸣定理.共鸣定理也称为一致有 
界原理. 

推论 2.2.2 设 X 是 Banach 空间， y 是赋范空间， { 丁， } 是一列 X 到 Y 的有界线 
性 算子. 若对每个 : r 6 X ， limlx 存在 ，则： 

If 一 OO 

(1) 存在常数 M , 使得 II TJ < M (；1^ 1). 

(2) Tx = limT , x 是有界线性算子，并且|| TJ |. 

证明 （1) 由于对每个 x 6 X ， limTVr 存在，故 sup || T„:c || < oo . 根据共鸣定理 

n^l 

得到 sup ||TJ|<oo. 

⑵显然 7 M — y 是线 性的. 根据结论 (1), 存在常数 M , 使得 

于是 

WTx || - lim \\ T n x ||< lim || TJ ||| x ||< M || x ||, x 6 X . 

这表明 r 有界，并且||了||<]^||7；||.麗 

fV 一 oo 

共鸣定理有很多应用.下面举几个例子. 

例1设 i < p < oo , « =是一 数列. 若对任意： c = coe "， 级数 
都收敛•则其中声- 1 - hg - 1 = 1. 

If 

证明对每个自然数 n ， 令 f n ix ) = X = (: c :) 则/«是 P 上的 

线性 泛函. 由 H 6 ld er 不等式得到 

| Xa ^|< (土 kr )+ (念 wo 士 

*’細1 ，’= 1 * = 1 

< ( i ； \ a,\ q y Ik II ,. 

i^l 
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因此 /„ 有界，并且 ii/ 」 i <(e kr)( 不妨设 E |<#0 ( 否则 /” = 0, 从而 ii/j 

«-1 i=\ 

= 0>•令 

x = (2 |“m |flih -, sgn^i , |a 2 卜 1 sgna” …，|“”| 9-1 sgn 

i ^ I 

则并且（注意到（9一 1 )P = <?) 

iuii, = (S k 卜 ；) 4 (E \a]^y = i. 

i^-l i = J 

n i n 

/«(^) = (2 l a ' l ， )~ P 2 9-1 sgnai 

1=1 1=1 

= (2k-r) 1 " i = (Ekr) i . 

»=i *-i 

vc oo 

因此 》 / 』 =( 文 >, 卜）弋由假设条件，对每个 z=ooe" ， 级数收敛.这 

iwl »— 1 

表明 lim/„U) 存在 . 根据共鸣定理的推论， sup||/J<oo . 于是 

n-*-» n^l 

(Sl a *l 9 ) 7 = su p( 2 l^il 9 ) 7 ― sup II/” II < oo. 

its 1 i = l »>1 

因此 u («„) ■ 

oo 

上述结论对于 />= 1 也成立.即如果对任意: T = ( A ) e / 1 ， 级数收敛. 

H=1 

Ma = (aj er. 

下面讨论共鸣定理的另一应用，机械求积公式的收敛性.在定积分的近似计算 
中，经常用下面这样的公式求积分的近似值： 

J x(t)dt ^ A o x(t 0 )4 - A 】 1(6 )+ …+ A n x( K t n ') * ( 2 . 2 . 1 ) 

其中 a n <…< ~ == 6 是区间 0,6] 的一个 分割. 例如矩形公式 

f x(t)dt ^ ) + «r(f 2 ) + …+ a :(“）]， 

J a TI 

梯形公式 

J xiOdt «» — ^- [ x ( t Q ) + 2 : c ( t2 ) + …+ 2x (^ 1 ) 十 jKl )] 

和 Simpson 公式等都是这样的公式，现在考虑在什么条件下，当分割越来越细时， 

用式 (2.2.1) 计算的近似值越来越接近于的值 . 

给定一列分点组 a = < t\ n> <… <4? = 6 和一列数组 A„ 。， A nl ，…， 

(71 = 1 ， 2 , …）. 设 J ： = JcG) 6 [“ ， 6 ] ，令 
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f„Cx) = A ”。：*： (# ) 十 A nl x(d n) )+ …+ x ), 

上式称为机械求积 公式. 上面提到的问题相当于在什么条件下，成立 

lim /„( j ：) = [ jc(t)dt. 

黷一 oo J a 

定理 2.2.3 (机械求积公式的收敛性）机械求积公式对任意 x 6 C [«，6] 收敛于 
| jc{t)dt 的充分必要条件是： 

(1) 存在常数 M ， 使得2 | Aj < Af (；2= 1，2,…) • 

(2) 对每个多项式 p ( t ) 9 有 Iim /„( p ) = I ' pMdt . 

证明 对每个正整数 n ，/„ (: c ) 是 C [“，6] 上的线性 泛函. 由于 

k n 

|/ (| 0)|< 公 | A M *|- m ^ x | x ( r )| = 2 "逸 

故 < 2 HI. 另一方面，取 J ：。 6C[«,6], 使得 jr 0 (4 n> ) = sgnA „*(々 = 0,1, 
* = 0 

…，々》)，并且 l | x D || = 1•则 

Wfn II > \fnU 0 )\= 2 |A a *| . 

*=0 

*• 

因此 ll / J = 刃 | AJ . 若机械求积公式收敛，则对每个工 ec [«,6], 八 (X) 收敛.根 

k^O 

据共鸣定理， 

sup 2 |A„*| = sup \\f n || < oo. 

因此 （1) 成立. （2) 是显然的. 

反过来，设条件 （1) 和 （2) 成立.根据 Weiemrass 定理，对任意 ; r € C [ a ，6]和 
e >0, 存在多项式 pit )， 使得 

\\x — p\\ — max l|*r ( f ) 一 pit) || <C e. (2.2.2) 

a<c<6 

利用式 (2.2.2) 和条件 （1) 得到 
J jr(t)d£ — /„(x)| 

< \ b x(t)dt-\ b p(t)dt + 「 /> ⑴ & 一 /"(p) + |/” （ p) — /” ( 工 )| 

J a J a J a 

< (b — a)e-\- £/>(Odf —/„ (/ >)| + | 名 )—x(d”) ) )| 

^ (6 — a)e+ J pCt)dt- f n (p)\-\-Me. 
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由于条件 （2), 存在 N >0, 使得当时，上式右端的中间一项小于 e ， 从而 

lim = f x(t)dt. ■ 

J a 

例 2 (Fouriei •级数的发散问题）我们证明对每个[一 TT , 0,存在[一〜<1上 
的连续函数 xW ，使得 xW 的 Fourier 级数在 to 处发散•设: cW 的 Fourier 级数为 


x(t ) 〜字 + ^ (^*cos kt + 6*sin 紅）， 

乙 k=i 

其中 

= 丄 [x(^)cos ktdt-, 灸 = 0, 1 ， 2 ,…， 

— I x(t)sin ktdtt k — 1 >2,•••. 

7T J —n 

其前 《+1 项的部分和为 

n 

S H (x) (£)= 字 + 2 cos kt 4- b k sin kt ) 

sin(w -f — s) 

― ^ — - x(s)ds. 

sin — 5 ) 



不失一般性，我们对 i 。=0 证明所述的结论.对每个1，2,…，令 

1 rn sin(n + 

f„(x) S„{x) ( 0 ) = 2 ^ J - j - —x(.s)ds 9 x GC[— 7 r, tt], 

sin y A ' 

类似于 §2.1 中例6,可以证 /„ 是 JT , 7 T ] 上的有界线性泛函，并且 




sinf W + 7 V 


sin —5 


ds . 


若所述的结论不成立，则对任意: cec [— II , 71], S w ( x )(0) 亦即 /„(>) 都收敛.根据 

共鸣定理的推论，应有 sup ||/ J < a >. 但实际上 

»>1 


II/" I 卜 


2 tt 


J ： 


sin [ » + tt ti 


smys 



sin ( 2 ^ + l)t 
sin ， 


dt 



这个矛盾说明存在 jKO 6C [— 7r , 7i ], 使得 / M ( x ) 发散，也就是 j ：( r ) 的 Fourier 级数 
在 t 。= 0 处发散. 
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§ 2.3 逆算子定理与闭图像定理 


逆算子定理是泛函分析中的另一基本定理.利用逆算子定理容易得到重要的闭 
图像定理.与共鸣定理一样，逆算子定理依赖于 Baire 纲定理，因而需要空间的完备 
性条件.从直观上看，共鸣定理和逆算子定理的结论都不明显，因而它们具有不寻 
常的深刻性. 

2.3.1 逆算子定理 

设是赋范空间，： — y 是线性算子.若丁是一对一映上的，则 t 存在 
逆算子了4十—兄容易知道也是线性的.一般地，当 T 有界时了4未必有界. 
现在的问题是，在什么情况下 T - 1 有界.逆算子定理表明，若 X 和 Y 都是完备的， 
则： T — 1 是有界的.为证明逆算子定理，先证明一个引理. 

引理 2.3.1 设是 Banach 空间 ， T — Y 是映上的有界线性算子.则对任 

意 r >0, 存在 e >0 使得 

Uy (0 » c) CZI r )， 

其中 t/ x (0, r ) 和 C/y(0, e ) 分别表示 X 和 Y 中零元的邻域. 

证明 先证明存在$>0,使得对任意 r >0 

U Y ( 0 9 rS ) C TL 7 X (0, r ). (2.3.1) 

由于 X = G UxCOyti ), 了是映上的，因此 T ( X ) =0 TC / x (0, n ). 因为 Y 是完 

W=1 Fl=l 

备的，根据定理 1.5.5, Y 是第二纲集.所以存在使得 717 ； ^(0 ， &)° 关 0. 于是存在 

某个开球 my Q ， rj)C 717 x (0, wD . 令占=1，下面证明 L 7 y (0, « C Tt / x (0, 1). 对 

n 0 

任意: y ^ Uy (0, 幻，由于 

3^0 3^0 — n 0 y 6U y (: y 。 ， 7) C ： TU x (0,no), 

因此存在 U x (0， no ) 中的序列 a 和工:，使得 Tx n -»• y 0 -\- noy 9 Tx f n -^ y Q — rhy . 令 m ” = 

则并且 —y 故: ven / x ( o ， i ). 这就证明了 c / y ( o , d ) c 
TL / x (0, l ). 于是对任意 r >0, 

U Y ( 0 9 rd ) = r[/ Y (0, d ) CZ r7T7 x (0 ， l) 

— rTUx(0, 1) = TUx(0, r). 

此即式 （2.3.1). 

下面证明引理的结论 • 任取 ％ 由式 (2.3,1) 知道 
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tt%eTUx(o，+). 因此存在。 ew(。， 士)使得 11>一^11<嘉.于是 

y \ = yo — Tx } 6^ y (°» 辜). 


由于式 （2. 3. 1)， C ； y (0, 多 ） C TUx (0, 条)，因此存在 X 2 eu x fo f 表)，使得 

!l yi - Tx 2 \\<^ 于是 

yz = y \ — 了工2 = ：y。- T(xi + j ： 2 ) 6 ^y 多) • 

如此进行下去，得到一个 序列毛 eUx(0, ^)(n= 1，2,…），使得 

y» = yo — Tix x + jt 2 + … -f-x M ) ^ ： U Y ^0 9 w). (2.3.2) 

oo oo OP oo 

由于 2] iuj < 公去 = 1，而 x 是完备的，因此级数收敛.令办= 

rt_*l 1 ^ »I»=1 M^l 

OO 

则 IUII< I IUJ<1. 另一方面，由式 (2.3.2) 知道％ — ()• 由了的 连续性，有 

w = 1 

3^0 — limT(x! + 工 2 + ••• 十文 „) = Tx 0 . 

而 x 0 eu；c(0，l)， 故: yoeTI/ x (0，l ). 这表明 LT y (0, 音) CTLT X (0,1). 于是对任意 

r > 0， 

L7y(o, y W rUy(o, 音 ) d r ： TU x (0, 1) = 717x(0, r). 


令 [= 专，则 L7 y (0, e)C= 717^(0, r). ■ 


定理 2.3.2 (逆算子定理）若是 Banach 空间，： T : X — 7是一对一映上的 
有界线性算子，则丁 ― 1 是有界的. 

证明 根据引理2.3.1，存在 e >0 使得 

U Y (0 9 £) d 7 I / X (0,1). 

于是丁 MIMO , e ) 匚 LT X (0,1)， 即对任意: ^ t / y (0, e ), 有: T ^ eC / xOM ). 从而对任 


*3^6V. 必有 


T 


I 


g 3> \ 

2IM1/ 


<1. 亦即11了-^11<4 bll . 这表明是有界的. ■ 


下面的开映射定理是比逆算子定理更一般的结果.为此先给出一个定义. 

定义 2.3.1 设是赋范空间，：是线性算子.若丁将 x 中的每个开 
集映射为 y 中的开集，则称 丁为开 映射. 

定理 2.3.3 (开映射定理）设是 Banach 空间，： T : X — Y 是映上的有界线 
性算子，则 T 是开映射. 
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证明 设 A 是X中的开集，： T:rGT(A)(:reA). 由于 A 是开集，故存在 
r>0 使得 L7(x, r)C ： A . 根 据引理2.3.1 ， 存在 e>0 使得 Uy(0, e)CZTU x (0 9 r). 
显然 

U(y 9 e) == 3 ^ + L 7 y (0, e) , L7(jt, r)= 工 + C 7 X (0 ， r). 

而了是线性的，因此 TU(x 9 r) = Tx + TU x (0 9 r). 于是 

Tr + L7 y (0, e) C ： Tx + 7T/ X (0, r) = 7I/(x, r ) 匚 丁 (A). 

所以: y 是 T(A) 的内点.这表明 T(A) 为开集， 从而丁 是开映射， ■ 

由开映射定理可以推导出逆算子 定理. 事实上，由于丁是一对一映上的，对任 
意 A 匚X,有 （ : T-D-UA) == T(A). 另一方面，根据开映射定理，在逆算子定理的 
条件下，： r 是开映 射的. 于是当 a 是 x 中的开集时， （ 7^ 广 ka) 是 y 中的开集.再 
由定理 1.4.9 知道 T— 是连续的. 

推论 2.3.4 设 IML , Hl 2 是线性空间 X 上的两个范数，使得 X 关于两个范数都 
成为 Banach 空间. 若存在 a > 0使得|| a: || 2 < a ||】 6 X> , 则存在 b >0 使得 

II-3：Hi < b \\x \\ z 9 j ： 6 X. (2.3.3) 

证明 考虑 X 上的恒等映射 

IMIi)-(x, HU), lx = x. 

J 是一对一映上的线性算子，并且因此 J 是有界的.根据逆 
算子定理，厂 1 有界.从而 

lUlli ||| U || 2 . 

令6 = Ilf 1 ||，则6 > 0,并且式 （2.3.3) 成立 • _ 

推论2.3 . 4 表明，如果两个范数都使X成为 Banach 空间，只要这两个范数是可 
以比较的，则它们一定是彼此等价的 • 这与§ 1.5 中有限维空间的情况形成对照， 

2.3.2 闭图像定理 

先定义乘积 空间. 设 X 和 Y 是两个距离空间•令 

叉父 Y = { (.x^y') s x ^ ^ ^ • 

对任意 Oi ，: yi )，（： c 2 ，: y 2 ) ex x y , 令 

d (. ( xi ， ) ，（工 2 ，3^2)) = (3(:1 ，工 2 〉 2 ^ ^ y \ j y 2 ^) ^ • 

容易验证 j 是 x x y 上的距离.称距离空间 （x x y ， 心为 x 与 y 的乘积空间. 
现在设 x 和 y 是两个赋范 空间. 在 xxy 上定义加法和数乘 如下： 

(工 1 * 汐 1) + (:2 *^ 2 > = ( j ：! + x 2 * 3^1 +> 2 >， a (工， jy ) = (ax ， ay ). 

则 X X Y 成为线性空间.在 X X Y 上令 

11( 工， 7) II = (IU II 2 -f || ^ || 2 )7, U,y)eXxY. 
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则 IHI 是 xxy 上的范数.称赋范空间 （ XxY , IM 1) 为 X 与 Y 的乘积空间 • 

由乘积空间上的距离或范数的定义容易知道，若(4, A ) 是 Xx Y 中的序列， 
Cx , y ) eXxY , 则 （ A ， y n )^ Cx 9 y ) 当且仅当 —m —y 又容易知道 XxY 
完备当且仅当 X 和 Y 都完备. 

定义 2.3.2 设 X 和 Y 是距离空间，丁 ： X—Y 是 X 到 Y 的 映射 . 称 XXY 的子集 
G(T) = { (.x 9 y) * x 6 ^» y = Tj：} 

为 T 的图像.若 G (7') 是 XxY 中的闭集，则称 了为闭 算子. 

特别地，若 / Cr ) 是定义在区间 0,6] 上的实值函数，则映射/:[«,6] — R 1 的图像 
G (/) = { Cx 9 y ) :: r 6 [“，厶 ]， y = /(:)} 

就是平面上的曲线 : y = / U ). 

若 x 和 y 是赋范空间，： r : x - y 是线性算子，则 g ( t ) 是； cxy 的线性子空间. 
因此按照 XX y 上的范数， G ( T ) 也是赋范空间. 

定理 2.3 .S 设 x 和 y 是距离空间， t:x — y 是； c 到 y 的映射 .则： 

(1) : r 是闭算子当且仅当对 X 中任一序列 u „}， 若 x „— a :， Tn ， 则: 7 i . 

(2) 连续算子是闭算子. 

证明 （1) 设 T 是闭 算子. 当 a: n — j :， Tr ” 呼 y 时， ( x n f Tx „) ix 9 y ). 由于 
U ”, Tx n ) eG ( T ) 9 而 G (7) 是闭集，因此 ( x ，： y ) eG (: T )， 从而 ; y = T ： c . 

反过来，设(工”， y ”）€ G (丁)，（: c ” ，％) — ( jc ，： y ) ，则: c „ -► x 9 Tx n = y •由 
假设条件有: y = Tx . 故 ( x ,30 6 G (： O . 这表明 G ( l ’） 是闭集，因此丁是闭算子. 

(2) 设 — y 连续，若工 — >由 T 的连续性知道： Tr „ — ，从 

而:由结论 （1) 知道 T 是闭算子. ■ 

一般情况下，闭算子未必是连续的. 

例1设 C ^ O , 幻是在 [ aj ] 上具有连续导数的函数的全体.作为 C [ a ,6] 的子 
空间， C (1> 0,6] 成为赋范空间.考虑算子 

D : C ° U ] — CO 』], ( Dx )( t ) =^(0. 

在 §2.1 例 4 中已知 D 不是有界的 • 但 D 是闭 算子. 事实上，设 { x R } 是 C ⑴[〜幻中 
的序列， A ，文， Dr „ — y •由 § 1.1 例 6 知道工„⑴在 0,6] 上一致收敛于 x ( r )， 
工'„(£) = ( Dr „) ⑴在 [ a ，6] 上一致收 敛于: y (0. 另一方面，由数学分析中熟知的一 
致收敛函数列的性质，此时有: y (0 = x f U ) itela f b ^) 9 即 : y = Dor . 根据定理 2.3. 
5, D 是闭算子. 

下面的定理表明，当 X 和 Y 都是 Banach 空间时，例1的情况不会 发生. 

定理 2.3.6 (闭图像定理）设；是 Banach 空间， 了 —Y 是线性 算子. 若丁 

是闭算子，则 T 有界. 

证明由于 XJSBanach 空间，故 XXY 是 Banach 空间 • 若了是 闭算子，则 
G(T) 是闭集，因而 G(T) 是 Banach 空间. 定义算子 
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P : G(T) Xt (xtT.r) —x. 
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则 P 是线性的，一对一映 上的. 由于 

\\P(x,Tx)\\ - IUH< (IU || 2 十 ||Tr|| 2 )+ = II U.Tx) ||, 

故 P 是有界的，并且 ||P || < 1. 根据逆算子定理， P- 1 •• X — G(T) ， : r — U ， Tr ) 是 
有界的.从而对任意 

||Tx tl < (|U|[ 2 + ||7> || 2 ) + = II (x,Tr) || = || 广 1 j: || < IIP— 1 |||UI|. 

这表明： r 是有界的. ■ 

闭图像定理在证明线性算子的有界性时是常常用到的.有时要直接验证一个线 
性算子 T 的有界性比较困难.若丁的定义域空间和值空间都是 Banach 空间，根据闭 
图像定理，只要能证明 T 是闭算子，则 了就是 有界的 • 下面给出一个例子 • 

例 2 设7’是 L 2 [0,1] 上的有界线性算子.若 了把连 续函数映成连续函数，则 
: T 限制在 C [( M ] 上是有界的 • 

证明由于 C [ 0 ， 1 ] 是完备的，根据闭图像定理，为了证明： T 有界，只需 证明了 
是 C [ 0 ， 1 ] 上的闭算子.设 A , xec [ 0 , l ]， 并且在 C [ 0 ， 1 ] 中: r M — —乂我 
们症明 Tr - 对任意 e > 0 , 存在 N > 0 使得当 ;2 > AT 时 

max \x n 0)— 工（之 )1 = II 工 „ — 工 Itcio.i] < £ - 

/e to ,13 

于是当 n > N 时， 

" 工 ” — 工 = (j *。 |x” ⑴ —J ： ⑴ 1 2 山 ) 7 < (J^e 2 ck ) 2 = e. 

因此 A 在 L 2 [ 0 ， 1 ] 中收敛于二由于丁在 L 2 [ 0 , 1 ] 上有界，故:在 L 2 [ 0 , 1 ] 中收 
敛于 Tx . 根据推论 1.3.6, 存在 （ Tz „) ⑴的子列 （ Tr „ 4 )(0 —( Tr ) U ) a . e . 但在 C 
[0，1]中 Tx n -* y , 这等价于（: TrJG ) 在 [ CM ] 上一致收敛于 3 ^). 故必有 （7^)(0 
= y (0 a . e . 这蕴涵对任意 ^6[0,1], ( TrXi ) = : yU ) (因为 CTr ) ⑴和 yU ) 都是连 
续函数），从而 ： Tr = 乂这就证明了 ： T 是 C [0，1] 上的闭算子. ■ 

§ 2.4 Hahn-Banach 定理 

Hahn-Banach 定理是泛函分析中的一个基本定理.这个定理与共鸣定理，开映 
射定理一起称为泛函分析的三大基本定理.从 Hahn-Banach 定理可以得到许多重要 
的推论. Hahn-Banach 定理实际上是一个纯代数的定理，这个定理本质上并不依赖 
于空间的拓扑结构.这与共鸣定理和幵映射定理形成对照. 

定义 2.4.1 设 X 是一线性空间.若是 X 上的实值函数，满足 

(1) p{x -f y) ^ + p(y) ( ： r，：y € X). 

(2) p(ax) = apCx) (x X, 0). 

则称 P 为 X 上的次可加正齐性泛函. 
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定义 2.4.2 设 X 为线性空间.若 p 是 X 上的实值函数， 满足： 

(1) p(x) ^0(a ： 6X )； 

(2) p(ax) = |a|p(x) (x 6 X, a:^K )； 

(3) pix + y) ^ p(x) -h p(y) ix y y 6 X) » 

则称 f 为 X 上的半范数. 

注 1 若 P 是半范数，则由半范数的性质 (2) 得到 

p(0) = p(O.O) = 0 • 夕 (0) = 0. 

但反过来，当 〆X ) = 0 时不必有 x = 0. 若是半范数，并且 pu ) = 0 蕴涵: c = 0, 
则夕就成为范数.此外，类似于范数的性质，由半范数的定义还可以推出 

I〆 工）一 P (: y)l < pCjc — y ) ( x,y 6 X ). 

此外，半范数也是次可加正齐性泛函. 

设 M 是賦范空间 X 的子空间，/是定义在 M 上的有界线性泛函.那么/是否可 
以延拓为全空间上的有界线性泛函，并且保存范数不变 • Hahn - Banach 定理断言这 
是可以做 到的. 实际上我们要讨论更一般的情形，即线性空间上的线性泛函的受控 
延拓. 因此下面介绍的 Hahn - Banach 定理包括几个相关的定理.其中定理 2.4.1 的证 
明需要用到半序和 Zom 引理的知识，在附录中作了介绍. 

定理 2.4.1 (Hahn-Banach) 设； C 是实线性空间， M 是X的线性子空间， 多是 X 
上的次可加正齐性 泛函. 若/。是 M 上的线性泛函，满足/。（工）</>(：|：)(0：6]^)，则 
存在 X 上的线性泛函/ 使得： 

(1) fix) = f 0 (.x) {x ^M) } 

(2) /ax/>(x) (xex). 

证明 分两个步骤 . 

(i) 不妨设 M^X. 任取工 。 6 X\M ， 设 M 】 = spanCxo, M) 是由 iW 和 : r 。 张成 
的线性子空间.即 

{x^ = x-\-tx 0 *x 6R>. 

对任意 〆 f 的分解式 x ' = 工 + to 。 是唯 一的. 事实上， 若 x ， 还可以分解为 
Xf = x l 则工 一 A =(々一/)々•若则 = (A — r ) 一 1 (JT — X 1 )eM 

这与工。6 X\M 矛盾.因此必有£ = &，从而 
对于任意常数 o 令 

f' ( 工 = fo(jo') +tCy = x-^tXo 6M l4 (2.4.1) 

不难看出力是从上的线性 泛函. 并且当: r 6 M 时， f x ( x ) = / 0 ( x ). 

下面证明，可以适当选择式 (2.4 J ) 中的常数 r , 使得 ACr ' X / Kjr ' MfeM ). 
对任意 x ， y € M ， 由于 

/ 0 (X) + / 0 ( 3 ») =/ 0 (x + y) ^ p(x + _y) ^ /?(x — xo) + pix 0 + y) » 
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于是 / 0 ( x ) — pix — x 0 ) pCx 0 + ： y ) — fo ( y ). 因而存在常数 c 满足 

sup [/ o ( x ) — p^jc — x 0 )]< c < inf [ p ( x 0 + ： y ) — / o (^)]. (2.4.2) 

现在取定 c 满足式 (2.4.2). 设 f =:c + fcr 。 eA ^. 若 f > 0 ，在式 （2.4.2) 的第二个不 
等式中用代替: V ，得到 〆 A + do :)— /。（厂 1 ^:)彡 c 两边乘以 G 利用 pOc ) 的 
正齐性得到 〆 ％ + J ：) — /。（文）> 从而 

/, (xO = /o(x) + rc ^ pix + txo) = pm 

若 t <0, 在式 (2.4.2) 的第一个不等式中用一厂 1 :*:代替: T , 得到 

,0(—( _1 X) — pi— t~ l X — Xti) ^ c. 

两边乘以一 b 得到一/。（工 ） +/>(I + tXo ) > 从而 

fl (jtO = fo (x) -f- /C ^ p{x + tJ0 o ) = / >(x’）. 

当 r = 0 时，此时由假设条件得到 

fl^x r ) — /o<x) ^ p(,x) — pix f ). 

因此 A 是/。从…到从上的延拓，并且满足 /!(：*：) </>0)0：6从）. 

( ii ) 设 G 是所有满足如下条件的线性泛函 g 的 全体： 

① 尽的 定义域 D ( g ) Z 3 M ; 

② g 是/ 0 在 D ( g ) 上的延拓，并且当时， gU )< pU ). 

在 G 上定义半序.•当 D ( a ) CD (沿），并且心是幻的延拓时，规定幻 <g 2 . 容易 
验证这样定义的关系”是 G 上的半序. 

设 G 。 是 G 的全序子集.令 


D = U OCg ), 

e € a 0 

则 D 是线性子空间•在 D 上定义泛函; I 如下 ：若: ceD , 则存在 g eG D 使得 x 6 D ( g ), 
此时令 A ( x ) = g ( x ). 由于 G 。 是 G 的全序子集，容易验证 A 的定义是确定的， A 是 
/。在 D 上的线性延拓，并且满足 AUX / KaOUeD )， 因此 ZieG . 显然对任意 
geG 0 有 〆 h ， 即/ 1 是 G 。 的上界 • 这表明 G 的每个全序子集必有上界. 

根据 Zom 引理， G 存在极 大元. 记这个极大元为/，我们证明0(/)=兄若不然， 
任取 : to 6 XVX /). 由步骤 ( i ) 所证，/可以延拓成为⑽ = spanOc 。， D (/>) 上的线性 
泛函，记为 / i ，满足 _/i ( x ) <夕(工） （• reM ! )• 这样 ， /1 并且 / i ,但这 
与/是极大元 矛盾. 故 D (/) = 兄 于是/就是满足定理中要求的线性泛函. ■ 

现在考虑复空间的情形.设/是复线性空间 X 上的线性泛函.则/可以表示为 

fix) = fi (x) + ifz (x) (x 6 X), 

其中 /!* / 2 分别是 / 的实部和 虚部. 由于 / 是线性的，容易验证兑和/ 2 都是实线 
性的.由于一方面 


i /( x ) = / 2 ( x ) =—/ 2 ( x ) + i / i ( x ). 
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另一方面，由于/是线性的，因此 

i fix ) == /( ijr ) = f \ ( i : r ) + i / 2 ( br )_ 

比较以上两式的实部，得到 / 2 (： r ) — 这表明/的虚部可以用其实部表示 
出来，并且/可以表示为 

/( x ) = fi ( x ) — i/i ( ix ). 

注意，不是复线性的，因此一般说来 /i(ix) ^ i ，（ x). 

当 X 是复空间吋， X 上的线性泛函是复值的.由于复数不能比较大小，因此相 
应的延拓定理要作一些修改.下面的定理对实空间和复空间都成立. 

定理 2.4.2 ( Hahn - Banach ) 设 X 是(实或复）线性空间， M 是 X 的线性子空间， 
夕是 X 上的半范数.若/。是 M 上的线性泛函，满足 |/ Q ( x ) l </ Kx ) CreM )， 则存 
在 X 上的线性泛函/,使得 •. 

(1) fix ) = f 0 U ) 

(2> |/(^)|</>Cx)(x6X). 

证明 先设 X 是实空间.由于 

/o (文）< l/o ( x )| ^ p (, x ) (x 6 W * 

根据定理 2.4. 1，存在久上的线性泛函/，使得 fU ) = / o ( x ) UeM ), 并且 
/ U )< Kr > UeX )- 于是 

一 fix ) = /( — x ) ^ x ) — (x 6 X ). 

因而 |/( x )|</)(： r ) UeX >. 因此当 X 是实空间时，定理成立. 

再设 X 是复空间.设 / D (: c ) — i / KUXarEM ). 将 X 和 M 都视为实空 

间.由于 

/ 〆 ：）< |/ i ( x )|< \ f 0 ( x )\^ p ( x ) U 6 M ), 

根据定理 2.4.1, 存在 X 上的实线性泛函匕，使得 FiOc ) = UeM ), 并且 

KOc ) < p (： r )(： reX ) •令 

/U) = F,U)-\F X (ixX^eX). 

则 / 是线 性的. 事实上，对任意 X ,： yex , 

/(x + ； y) = F , (x-{- y) ^ iF ! (ijc + iy) 

= F { ( j ：) + F x iy ) — iF ! ( ix ) — iFj ( i ^) 

=/( 工） + /(： y ). 

若 a 为实数，则 

fiax ) = Fi ( ax ) — iFi ( icr : c ) = aFj ( jt ) — aiFjCia :) = a /( x ). 

又我们有 

/( Lr ) = FiGx ) — iF ! (i • ix ) = Fj ( i » — iF t (— or ) 

= i [ F ,<^> — iF ,( U >]== i /( a :). (2.4.5) 


(2.4.3) 

(2.4.4) 
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于是当 A = a + i /? 时，利用式(2.4.3)，式 (2.4.4) 和式 (2.4.5) 得到 

/(Ax) = f((a+ i/3)x) = /(aj：) 十 f(ij3x) 

= a /( x ) 十 i 卢 /( x ) ：= A ,( x ). 

这表明 / 是线性的.当时 

/ O ) = Fi ( x ) — iFi ( ix ) = f v ( x ) — \ f x ( ix ) — f 0 ( x ). 

故 / 是/。的 延拓. 对任意 x 6 X , 设 fU ) = 则 = e i 0 fU ) = r 是实 
数，因此 

1/<^)| = r = f ( e ' , 0 x ) = FjCe -1 ^) < p ( e ~ i 0 x ) = p ( x ). 

因此 / 即为满足定理要求的线性泛函. ■ 

定理 2.4.1 在 §2.5 中讨论凸集的分离性质时有重要应用.在赋范空间中经常用 
到的是下面的定理 2.4.3 及其 推论. 

定理 2.4.3 (Hahn-Banach) 设 X 是赋范空间， M 是 X 的线性子空间 • /。是 M 
上的有界线性 泛函. 则存在 X 上的有界线性泛函/, 使得： 

(1) fix') = fdx) UeM )； 

(2) (I/ll = II/oIIm. 

其中是 /。 作为 M 上的有界线性泛函的范数. 

证明令 〆 JT ) = 11/ olLlMI , 则 PU ) 是 X 上的半范数，并且 

1/。( 工 )| < II/oIIm IU II = pix) (x 6M). 

由定理 2.4.2, 存在 X 上的线性泛函/，使得 / Cr ) = / o ( x ) ( xeM ) t 并且 

)/(x)| < p(jc) = ||/o \\ M 11x)1 (x6 X). 

因此 / 有界，并且 ll/ll <11/ 。 IU. 另一方面 

\\fo\L = sup |/o(x)| = sup |/(x)| < sup |/(x)| = ll/ll. 

x€M, lUIKl x€ ： M, IUIK1 ilxlKl 

因此 ll/ll ■ 

由 Hahn-Banach 定理可以得到一系列重要推论. 

推论 2.4.4 设 X 是陚范空间， x 0 6 X , x 0 关 0. 则存在使得11/11 = 1 
并且 /(^ 0 ) - Ikoll . 

证明令 M = { ax 0 - aeK } f 则 M 是线性子空间.令 

fo ( ffXo ) = a |) x 0 ||* x = ax 0 6 ■脱 
则/。是 M 上的线性泛函.由于对 任意 : r == ajr 。 

|/o(x)| = l^lllxoll = || 工||， 

因此 /o 在 M 上有界并且 ||/J = 1 .又 / 0 (x 0 ) = lUoll. 根据定理 2.4.3 , 存在 f ex ， 使 
得 ll/ll = ll/ 0 || = 1 ，并 且当托 M 时，/(:>=/。(^乂 特别地， / U 0 ) = f 0 Uo ) = IUoli 

■ 


在§ 2.5 中引入了超平面的概念后，我们将给出推论 2.4.4 的几何解释. 
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推论 2.4.4 表明，若赋范空间 X 关彳0}，则； r 关{0}，即在 X 上存在非零的有 
界线性泛函. 

推论 2.4.5 设 X 是賦范空间，： c ,, a : 2 ex , A 关： c 2 . 则存在 / ex % 使得 

/( 工 1) 尹 /( A ). 

证明 由于 A — x 2 乒0,根据推论 2.4.4, 存在 /6 X % 使得 

/<^1 ) 一 /( 文 2) = /(Xi — x 2 ) = II Xj 一 x 2 ll # 0. 


因此 /(A) #/(々）. ■ 

推论 2.4.5 表明赋范空间X上有足够多的有界线性泛函，使得X上的有界线性 
泛函可以区分X上的不同的元. 

推论 2.4.6 设X为赋范空间，： r 6 X. 贝 !） 

Ilx|| = sup |/(x)|. (2.4.6) 

/W, n/ii<i 

证明 只需考虑 o： 关 o 的 情形. 对于任何 /ex*, ii / ii < 1，有 

|/(x)|< [|/||||x|| <11x11 (x€X). 

于是 sup |/(工)|< IUII. 另一方面，由推论 2.4.4, 存在/ 6 X* 使得11/11 = 1, 

/ ex ', ii/iKi 

/(x) = IU || •故 sup |/(x)|^||x||. 因此式 (2.4.6) 成立. ■ 

/ex' |1/«<1 

推论 2.4.7 设X是赋范空间，£是X的线性子空间， xo EX, 并且 

d { x 0 *£) = inf ||x。一 3» II > 0. 

则存在 /€ X •使得 ll/ll = 1， fix ) =0 Ue£)， 并且 /(x 0 ) = d ( x 0 , E ). 

证明 记 d = d(:ro，£). 令 M = span(j:。，£) .即 

M — {x f == j: -f- a ： r 0 :工 € E ， a f K}. 

在 M 上定义 

f 0 (x + ax 0 ) — ad , x ^： E , a 6 K. 


则/。是 M 上的线性泛函，/。(1) = 0(a：6£：) 并且 /oU) =么对任意 ■!：€£：, 当 a#0 
时 ，—6 E ， 故 

d== - y" < I 卜 - (-f )|| = I 卜 I. 

于是当 f 二 x + aj：。 时 

j/oUO|= \ a \ d ^ \ a \ x 0 -hf = IUx。 十: r|| = IU1 

因此/。有界，并且 H/oll < 1. 另一方面，对任意 e >0， 取使得 || j：。一_y|| <^ d + e . 
则 


d t /o ( 工 0 ) = /o (J：0 ~ y) ^ ll/o IIII 工 0 — 《y II < ll/o II (d -f e). 
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由于 e>0 是任意的，因此||/。||>1，从而||/。(|= 1. 根据 Hahn-JBanach 定理，存在 
/ex' 使得 11/11 = II/。 ii = 1，并且 /u) = /。（: oczeivf ). 特别地，当 : ref 时， 
fix) - / oU ) = 0. 又/(々）=/ & (為）=乂因此/即为满足定理要求的线性泛函._ 
在推论 2.4.7 中取 {0}, 就得到推论 2.4.4 的结论.因此推论 2.4.4 是推论 
2.4.7 的特殊 情形. 


§2.5 凸集的分离定理 


本节利用 Hahn-Banach 定理推导出凸集的分离定理.凸集的分离定理具有明显 
的几何意义，在涉及凸性的问题中有着广泛的应用. 

2.5.1 凸集与超平面 

定义 2.5,1 设X是线性空间， AC： 兄 若对任意： c，：yeA , 当 0< f<l 时，总 
有 4 r + (l — OyeA ， 则称 A 是凸集 • 

换言之，若当0<£<1时，总有 M + (1-0ACA, 则称 A 是凸集. 

例如，若£：是 X 的线性子空间，则 E 和: to + jE ： 都是 凸集. 若 X 是赋范空间，则 
X 中的开球和闭球都是凸集. 

定理 2.5.1 设 X 是赋范空间.关于 X 中的凸集成立如下 性质： 

(1) 任意个凸集的交是凸集. 

(2) 若 A 是凸集，则： + A 和 aAUeK ) 都是凸集. 

(3) 若 A 和 B 是凸集，则 A + B 是凸集. 

(4) 若 A 是凸集，则 X 和 A ° 都是 凸集. 

(5) 若 A 是凸集， A°^0, 则 AdP . 

(6) 若 X 是实空间， A 是非空开凸集， /6 XX/^0), 则 /(A ) 是直线上的开 
区间. 

证明 （1) 〜 （3) 的证明是明显的.我们只证明 （4) 〜 （6). 

(4) 设 A 是 凸集. 若: c ，： yeA ， 则存在 A 中的序列 { xj 和{ % }使得 a ——y 
对任意》6[0，1]， 

之 "= £r n + (1 —t)y„ 6A, 

并且 A — tz + (l — 0： y. 这说明 tr + ( 1—07 因此 A 是凸 集. 

Rjo 9 yeA °, 则存在 r>0 使得 UU ， r) C ： A f U(y 9 r) C ： 九设 

之 = ^: + (l 一之） 3； (0 ^ ^ ^ 1), 

我们证明 C /( 2 , r ) CTA , 对任意 /•)， 令 

工 i = :r 十 （“ 一》 2 ：) ， = y (u 一 z). 

则一 = IU — HI < n 因此: ^ € UCr ， r ), 从而々 云九 类似地，： y ! 于是 
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u = z-\- (.u — z) = ix + (l — f) ； y+(w 一 z) = + (1 一 0 y\ 

因此 [/ U ， r > CA . 从而 zeA °. 这就证明了八°是 凸集. 

(5) 先证明若 JT 。 ^eA f 则对任意 0<r< 1 ，夕 = (1 一 fXr 0 +ir eA ° •选 

取 r>0 使得 L/Cr 。， r) CIA . 我们证明 U( ： y ， (l-^)r) CA. 任取之 € 队夕， (1-Or), 
令 jt' = or。+ (I — f) (2 ： —: y) ，则 II j:'—■T oll = (1 — / 广 1 \\z—y\\<^r^ 因而 : ( 工。， r) 

CA . 而 A 是凸集，故 

z = : y+(l —之 ） （ I ’ — x 0 ) = (1 — t)x f + Cx € A. 

这表明叭： V ， (l-Or)C ： A f 从而: y 6 A °. 

现在证明 （ 5) 的 结论 . 任取设 0<&<1， G — 1 •令 
Jr„ — (1 一 Z B ):r 0 + t n x(n — 1 ， 2, …〉. 

由上面所证，由于 a — I ，因此: reY . 这就证明了 

(6) 由于 A 是凸集，容易验证 /( A ) 是凸集 • 而直线上的凸集必定是区间.设 u 和 
办分别是 /( A ) 的左、右端点.若 6 e /( A ), 则存在: r 6 A ， 使得 fU ) = 6. 由于/关0, 
故存在： r 。 使得/(々）>()•因为 A 是开集，存在€。>0,使得 x + ej ^ eA . 于是 

f(x -b £ 0 J ： o) = fix) +e 0 /(jr 0 ) = 6 + e 0 / ( 工 0 ) > 6, 

这与 6 是 /( A ) 的右端点矛盾.因此6孕 /( A ). 类似可以证明 a 磋 /( A ). 因此 /( A ) = 
( a , «是开区间. ■ 

若 A 和 B 是平面上的两个凸集，并且 = 则存在平面上的直线分离 A 
和 B . 下面我们将这个结果推广到一般的陚范空间上.为此必须先明确在赋范空间 
中所谓直线和平面是什么样的子集. 

定义 2.5.2 设 X 是线性空间 ， EC X . 

(1) 称£:是 X 的极大真子空间，若£:是 X 的真线性子空间，并且对于 X 的任一 
线性子空间 M ， 当 ECIM ， £：关 M 时，必有 JW = X . 

(2) 称 E 为 X 中的超平面，若 £ = 々+ M ， 其中办6义， M 是 X 的极大真子空间. 
例如，在三维欧氏空间 R 3 中，过原点的平面是极大真子空间，任何平面都是超 

平面.在平面 R 2 中超平面就是直线. 

设 X 是线性空间.将 X 上的线性泛函的全体记为；称 X '为 X 的代数共轭. 
定理 2.5.2 设 X 是线性空间， £ C ： A ：. 则： 

Cl ) E 是 X 的极大真子空间的充要条件是存在/ 6 X '(/ 关0)，使得 

E = {x • f(jo) = 0}. 

(2) E 是 A ： 中的超平面的充要条件是存在/ e X ' C /关 0) ，使得 E = { : t : /(^)= c }, 
其中 r 是常数. 

证明 （1) 必 要性. 设是极大真子空间.任取则 Ed span ( a :。， K ) ，并 
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且£#叩3!1( >3 ：。，£).由于£是极大真子空间，故 spanUpE ) =兄于是对任意 
x 可以唯一地分解为 j : = & +似。，其中々 € E , aeK . 在X上定义泛函 


fix) = a ，x = Xi H- ax 0 ^ X. 

则 / 是 X 上的线性泛函，并且 t = { x ：/(^> = 0}. 由于 £：^ X ， 故/关 0. 

充分性.设存在 / ex '(/ 參 0), 使得£：= { x ：/( x ) = 0}. 则 E 是 X 的线性子 
空间. 由于/#0,故 E 关 X . 设 M 是线性子空间，并且 EdAf , E 尝脱任取 

x q ^ M \ E , 则/(々）关 0. 对任意 : c 6 X , 令 y = ： c — ^•则 


/O 卜 /(:> - ^^/(文。）= 0. 


因此 从面工 = y + f ^ x 0 eM . 这表明因此£是极大真子空间. 

(2) 必要性.设 E 是超平面， E = x D + M ， 其中 M 是极大真子空间.由 （1) 的结 
论，存在 / eX '(/#0)， 使得/^= U :/ Cr ) =0}. 记/(々> = c . 若: reE ， 则存 
在 JT’ 使得 X X Q +JT'. 于是 

/(x) = /(x 0 ) -f- /(xO = c. 

反过来，设 fix ) = c . 令工’ = x — ： r 0 , 则 


/(x’） = fix) — fix 0 ) = 0. 

故 f 从而 x == x 0 + ^ x 0 + M == E . 因此 E = { a ： * fix ') = c }. 

充分性 • 设存在 / eX '(/ 关 0), 使得 E={x ••/(:*:) = (：}• 令 M ={； r :/(: r > = 0}， 
由 （1) 的结论， M 是极大真子 空间. 任取 々 ef ：. 则 /( x Q ) = C . 我们有 
x^E(F^f{x — xo) = /(Z) — f(x 0 ) = 0 

<^^C — X 0 eM ㈡ 存在： r ' eMt 使得 X = x 0 + x \ 

因此 E = : r c + M 故 £ 是超平面. ■ 

例如，设/是 R 3 上的线性泛函.则/可以表示为 

/(•r) = aiJCi -\-a 2 x 2 -ha 3 ^ 3 ，： r = Cr! ，工 2 ， j： 3 ) 6R 3 . 

所以 R 3 中的超平面也就是平面，可以表示为 

{x * fix) = c } = {■r -aixi +a 2 x 2 +a 3 x 3 = c ). 

其中 c 是任意 实数.当<：= 0 时，得到过原点的平面也就是 R 3 的极大真子空间. 

例 1 在 l p (l < p < oo ) 上定义泛函 

/(工）= x l , x = (a：i) 6 

显然/是线性的.因此对任意实数 C 

: fisc) = c} = {x^ ： l p ix = (c, X 2 , I ””，）}， 
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{j: ^ ： L P - fix) = 0} = {x 乏 i fi »x = (0 ， j: 2 ， x 3 ，•••)} ， 


分别是"中的超平面和极大真子空间. 

现在我们可以给出推论 2.4.4 在 R " 中的几何解释.设 S (0, r ) = U :| UI |< r } 
是 R n 中的闭球， x 。 是球的边界 U :IUII = d 上的任意 一点. 根据推论 2.4.4, 存在 
R ” 上的线性泛函/,使得11/11 = 1，并且 /( A ) = lUoll . 考虑超平面 

L ^ {x • fix) = r }. 

对任意 x € S (0, r )， 由于 /( x ) IU || = IU || < r , 因此球 S (0, r > 全部位于超 

平面 L 的一侧，同时由于/(办） = || x Q || = r , 因 此心在 超平面 L 上.称这样的超平 
面为: r 。 的支撑超平面.因此推论 2.4.4 表明，对球 S (0, r ) 的边界上的任意一点工 0 , 
存在其支撑超平面，如图 2.5.1 所示 • 



图 2.5.1 


2.5.2 凸集的分离定理 

设 X 是实线性空间， U :/ U ) = 是久中的超平面.称 { x :/(: c )< c } 和 
U :/(: r )> C } 为 X 中的半空间.设 A ， BCZX . 若 AC ： U :/ U)<d 或 ACZU 
: / Or ) > d ， 则称 A 位于超平面£的 一侧. 若 A ， B 位于£的不同两侧，例如 

Ad {x • fix) ^ c ) , B d {x • /(x) ^ c) y 
则称 A , S 被超平面 E 分离.若 

A C {x * fix') < c} , B C ： {x * fix) > c) , 

则称 A ， B 被超平面£:严格分离.显然，在平面上两个不相交的凸集可以用直线分 
离. 如图 2.5.2 所示.下面我们要证明在赋范空间中也有类似的结论.为此先做一些 
准备. 

设 A 是线性空间 A ： 的非空子集.令 

(j：) = inf {/ > 0 •• x A) (x 6 X) 

(规定 inf 0 =+ oq ). 称/ ^ A (: r ) 为 A 的 iMinkowski 泛函. 显然 0< p A ( x ) <+ oo (： ceX ). 
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定理 2.5.3 设 X 是赋范空间， A 是； C 的凸子集，并且 OeA° . 则： 

(1) ~(x) 是 X 上的次可加正齐性泛函 _ 

(2) AC {x < 1 >,若 A 是开集，则 

A = {x !^(x) < 1}. 

证明 （ 1) 由于 0€A°, 存在 e>0, 使得 1/(0, e) CA. 对任意当 f 充 

分大时， t~ l x ^： U (0 9 e ) ClA， 从而 x ^： tA . 于是 {O 0 *x 6^A} 7^ 0» 因而〜（工〉 
<oo . 这表明〜 ( x ) 是在 X 上取非负实值的泛函. 

由 OeA 容易知道 a(0) =0. 于是当 A = 0 时，〜 (A ： c)=A 〜 (: r). 当 A>0 时， 
对任意 i 由于 x€tA 当且仅当 Axe^A ， 因此 

/ jl a (Ax ) = inf {s > 0 s Ax 6^ sA } (令 = 入 O 

=inf {Af >► 0 : Xx ^：XtA } = inf {Ai 〉 0 * x ^ tA } 

=A inf U 〉 0 ^ x tA } = \fi A (x). 

因此〜 U) 是正齐 性的 . 设 x ，： ^eX. 对任意 e>0, 存在 r, i • 使得、 

f 

0 < r < fx A 、工、 +e，0 < 5 < /i A (: y) +e ， 

并且 : rerA ， ： yesA. 此即王 eA ， ^eA. 由于 a 是凸集，因此 

r s 

x y r x . s y ^ a 

― T— = - - 1 • — 6 A. 

r + s r + s r r + s s 

即工 + 76( 厂 +5) 八.因而 

〜（: r + ： y) < r +s < Ma(x) +^A^y) + 2e. 

由 e > 0 的任意性得到 + y) ^ +/^( ： y). 

(2) 包 含关系 AcU :〜（ x )< l } 是显然的.现在设 A 是开集 . 若〜 U><1 ， 

则存在 0<f < 〗，使得：由于 A 是凸集并且 0 6 A ， 因此 


j ： = (1 一 -o + t- — eA. 
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这表明〜 （ x )< l } C ： A . 反过来，设 ： reA. 由于: r 是 A 的内点，显然存在 e >0, 
使得 （ l + e ) x€A 即 十 e )— A, 于是〜 U)<(l+e)4 <1. 因此/ \C ： U : 

f ^ A U ) < 1}. 这就证明了 A = U < 1}. ■ 

定理 2.5,4 (凸集的分离定理）设 X 是实赋范空间， A , B 是 X 中的非空凸集. 

(1) 若0， A ° 门召= 0. 则存在 /€ X •和实数 r 使得 

fix ) < r ^ f (. y ) * x ^： A ° f y ^ B . (2.5.1) 

/( x ) y ^ B . (2.5.2) 

( 2 ) 若 a 是紧集， s 是闭集，并且 An b = 0， 则存在 / ex •和实数；*,， r * 2 使得 

fix ') ^ n < r 2 ^ /(^) > x y € B . (2.5.3) 

证明 U > 我们可以设 oeA °. 若不然，任取 x 0 € A °， 令八 =A — 办， 啟 — 
工。. 则 OeA ?， A , 和氏仍是凸集，并且 A ? f ] B ：= 0. 若存在 / et 和实数 n 使 
得 / Cr ) < n </(： y)Cre A ?， 3 ^ 6 ^), 令 r = /(為） + n , 则式 （2.5.1) 成立. 

现在任取 A 6 B ， 令 C = A ° + x 0 - a 由定理 2.5.1 知道 C 是凸集.由于开集 
经过平移后仍是开集，因此 

C = U ( A ° H - x ) 

是一族开集的并，因而 C 是 开集. 由于 06 A °， 故0 = 0 + ： c 。 一 jt 。 此外 Xo $ C ， 
否则 存在々 e a ° n 凡这与假设条件 a ° n b == 0矛盾. 

设是 C 的 Minkowski 泛函.由定理 2.5.3 , Mx ) 是 X 上的次可加正齐性泛 
函，并且 C = {x : fxix ) < 1}. 由于 x 。 硭 C ， 故 /^( x 0 ) 1. 

令 M = {£ X 。 weR 1 }， 则 M 是 X 的线性子空间.令 

/ o (^ 0 ) = tf jc = tx 0 

则/。是 M 上的线性泛函.当时 

/ o (£ r 。） = f < 4 a ( x 0 ) = ^( tr 0 ). 

当尤 <0 时，由于 〆 £ r c )>0, 故/。（從。）=^< 〆 ％).因此 / Cr )< p ( o :)(: reM ). 裉 
据 HahtBanach 定理(定理 2 A 1), 存在 X 上线性泛函/,使得 / Cr ) = / 0 ( x )( x 6 AO , 
并且 /(： c ></ iU ) UeX ). 

现在证明/是有 界的. 由于 C = U */ i ( x )< l }， 因此，当 : recn (— C ) 时有 

fix) <〆：）< 1, 

— /(jr) = /(—:)< //(— x) < 1. 

所以当(― OB 寸， |/ Gr )|<： L 由于 oecn (— 0 , 而 cn (― c ) 是开集，故 
存在 r > 0 , 使得 C /( 0 , r)CCD (- C). 对任意 lex , IUIX1 , 当々> 0 充分大时， 

f 61/(0, r ) C = Cn <-0. 此时 I /( f ) <1，从而 |/( x )|<々. 这表明/是有界的. 
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对任意： teA °， 由于 x + A — yeC , 因此 

fix + 工 0 — y) < + Xq — y) < 1. 

注意到 / U 。） =/。（々） = 1 ，由上式得到 / U )</(： y ) UeA °, y6B ). 根据定理 
2.5. K 6), /(4°>是开区间.因此若令广= inf /(： y >, 则 

yeti 

/( x ) < r < JXy ) ， x 6 A °, 3 / 6 

即式 （2.5.1> 成立.由于 A 是凸集，根据定理 2.5. U 5), AC 又由于/有界， 
U :/( x ) < r } 是 闭集. 因此 ACiPc ： {:c :/( x ) 这说明式 （2.5.2) 成立. 

(2) 由于 A 是紧集， B 是闭集，并且 Af]B = 0, 由习题1中第44题的结果， 
a = diA , B ) >0. 由定理 2.5. K 3) 知道 A + U (0, 音)是 凸集. 又由于 

A + U i 0 ' 1 )= 2 (叫 0 ， 1 )) 

是一族开集的并，因而是开集.显然 ( a +[/( o , -|))n b =： 0 . 根据 （ 1 ) 的结论， 
存在 / ex •和实数〃 2 使得 

/( x ) < r 2 < /(>) , : r€A + U (0, 音)， y ^ B . (2.5.4) 

由于 A 是紧集，/连续，故/在 A 上可以达到上确界.令 n = sup /( a :), 则存在 AeA ， 

x6A 

使得 / U >) = r ,, 由式 (2.5.4) 知道 n < r 2 . 当 : r 64 时，/(之） < r !. 这就证明了式 
(2.5.3) 成立._ 

式 (2.5.2) 和式 (2.5.3) 可以分别写为 

A(Z{x :/“）<”}, B(Z U :/Cr) (2.5.2 ， ) 

A CZ {x s fix) ^ ri}, B d {x • fix) ^ r 2 }. (2.5.30 

式 （2.5.2') 说明 A , B 被超平面£ = {x : / Or ) = r } 分离. 式 (2.5.3') 说明 A , 被超 
平面 E = {x * /( x ) = r){r x < r < r 2 ) 严格分离. 

在复赋范空间也成立凸集的分离定理，不过在形式上要略作修改. 

定理 2.5.5 (凸集的分离定理）设 X 是复赋范空间， A ， S 是 X 中的非空凸集. 

(1) 若 A °^0，= 则存在 / 6 X * 和实数 r , 使得 

Re/(x)<r<Re/(y), J ： eA°, y e B, (2.5.1 〃） 

Re/(x)<r<Re/(y), J ： eA t y^B. (2.5.2 /， ) 

(2) 若 A 是紧集， B 是闭集， 并且 A (1 B =0， 则存在 feX • 和实数 n ， r 2 , 使得 

Ref(x) < n < r 2 < Ref(y) , x6A, y ^ B. (2.5.3 〃） 

证明将 X 视为实空间，根据定理 2.5.4, 存在有界的实线性泛函必，分别满 



72 


泛函分析 


足式 (2,5.1) 〜式 (2.5.3). 令 / Cr ) =， Or > — i /, ( be ) ,则 / 是 X 上的有界复线性泛 
函（参见 §2.4), 并且 Re / 于是/分别满足式 (2.5.1〃） 〜式 (2.5.3〃). ■ 


§ 2.6 共扼空间的表示定理 


在 §2.1 中我们已经知道，对于 n 维欧氏空间 K M 上的线性泛函，其一般表达式为 

n 

/( j ：) == x ^ (工 i ，工2，…， X ") e ， 

其中(^， ❼ ，…, \) € K ”. 这样我们就知道了 K ” 上的全部线性 泛函. 同样，对于其 
他一些赋范空间，我们也当然希望能给出这些空间上的有界线牲泛函的一般表 
达式. 

对于一个给定的賦范空间 X ，其共轭空间 x •是比较抽象的空间.若 y 是某个具 
体的赋范空间，使得；则称 Y 是 X •的 表示. 本节将给出空间 Z % L [ u ,6] 和 
cbj ] 上的有界线性泛函的一般表 达式. 并且利用这些一般表达式，给出这些空间 
的共轭空间的表示.这方面的定理称为共轭空间的表示定理. 

2.6.1 P ( l < p < oo ) 的共轭空间 

先介绍 i p a < p < oo ) 的标准基.记 


e, = (0 ， ." ， 0,1 ， 0,…）， i = 1 ,2,^\ 

y 

i 

则 et 6 l P 并且 Iki lip = 1. 对任意 X = ( Xi ) ^ l P , 由于当 72— oo 时 


卜- 

因此 


=11 (0, —,0, x^i , x 朴 2,… ） 11^ = ( 2 WO 7 — 0, 

lt +1 


工 =lim 2 xfii = 

• ^ 00 /-2 i-l 

由于这个原因，我们称为/>(1<夕<的）的标准基.这样的基称为 Schauder 
基(参见习题1中第22题). 

注意，当(4)€广时，由于 


一 E 




sup \Xi\ 


不一定趋于零 • 因此在广中一般不成立 • 但是当 (4)60 时，仍 

i«=I 

oo 

成立工= X i e i ' 因此也是 C D 的标 准基. 

1 

下面会经常用到一个简单 事实： 设 x 和 y 是赋范空间.若存在一个 x 到 y 的线 
性箅子了，使得 了是映 上的，并且 l |： Tx || = | M | Ue ；0, 则 x 与 y 是等距同构的.这 
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是因为若 a 关工 2 ,则111^ 一 Thiiyiru ,— 々）11 = 114—工 2 ||>0,因此: r 也是 
一对一的. 

定理 2.6.1 u 1 ) •兰 广， 并且对任意 / e ( n *， /可以唯一地表示为 

oo 

fix) = X = (X,) ， 

i=l ' 

其中 a = u . > e 严并且 Ik iu = ll / ll . 

证明 分三个步骤证明. 

(1) 设卜丄⑷为/ 1 的标准基.对任意 / ea 1 ) •，令⑷ = /( a )(/ = 1,2,…）.对 
任意: r = ( x ,)6/ S 由于/是连续线性泛函，我们有 

n n oo 

/(x) = lim/( ^ ^, )= lim Vx./Ce,) = (2.6.1) 

— «=i —/=i i-i 

这表明对任意 / eU 1 )% / 的一般表达式是式 (2.6.1). 由于对每个/= 1,2,…， 

k 卜 l/U )|< ll/ll Ik , Hi =11/11， 

因此 ae 广并且 

Ikiu < ll / ll . (2.6.2) 

(2) 反过来，对任意 u = ( a ,) 6 广，令 

oo 

/ O ) = ^aiXij x = ( x .) 6/ 1 . 

1 

则 / 是 / l 上的线性泛函，并且 / O ,) = a,(z = 1，2, …）. 由于对任意: cEZ 1 , 

OO OO 

1/( 工 )1 < 2 k:,l < sup | a f | 2 W = 11“ IU IU lli • 

i™ 1 . |at ] 

故 / 是有界的.因此/€(/ 1 )\并且 

ll/ll < Halloo . (2.6.3) 

(3) 作映射 

t ：(/ ! )• — r, 

f 一 a = ( a ,), 其中 A = /(«*,) (i = 1，2, …）. 

显然了是线性的.步骤 （2) 表明 7' 是映上的.式 （2.6.2) 和式 (2.6,3) 表明 

iiT/iu = iiaiu = ii/ii, /ec/ 1 )*. 

因此： r 是到 r 的等距同构映射.因此 （ z 1 )* 兰 r . ■ 

定理 2.6.2 ( mi 9 , 其中1<夕<00, p ^+ q - 1 = i # 并且对任意/ e ( w ， 

/可以唯一地表示为 

oo 

/( x ) = ^ aiX i9 X = ( x .) 

i=l 

其中“ = ( 4)6/\并且||“|| 9 = ||/||. 
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证明 （1) 设 U } 糾为 p 的标准基.对任意 / e ( P ) •，令味 =/ te)G = l ,2, …)•与 
式 (2.6.1) —样，/可以表示为 

OQ 

fix) = ， x = 6^. (2.6.4) 

i-a 

其中 a , = /( e ,) (/ = 1，2 , …）. iSa — Cat ). 现证不妨设 ci / O . 对每个自然 
数令 

/" 》 = ( |<^| 9 — Sgnq ， … ， lajHsgna ”，。， …） • 

则工 u> e "( n > 1), 并且 

iu (") ii ^( Sk !^ i ) o i = ( l ： kr ) f . 

•=i ««=i 

由式 (2.6.4) 知道 

Ekh = | E ^-1= I /<^)|< ii/ii iu^ j ii , = ii/ii (S \ a ^ y . 

I •通 1 

两边除以 （公 kr )、 注意到 i — 士 = 丄，得到 

P Q 

(E <II/IU n^l. 

i«l 

令„ — oo , 得到 （ f | ai | 9 ) + < 11 / 11 , 这表明 “ = ooez 9 , 并且 

Hall, < ll/ll. (2.6.5) 

(2) 反过来，对任意 a =- U ,) 6 P ， 令 

co 

/(x> = 2 UiXi 9 x ^ ( 尤 《) 6". 

#=1 

则 / 是"上的线性泛函，并且 /(e,> == 1,2, …）. 由于对任意: 

1/( 工 )1 < E (SkHMEk-IO" =n«it, iuii” 

«=l t® 1 i=l 

这表明 / 是有界的，即 /€(")•， 并且 

ll/ll < Ik II” (2.6.6) 

(3) 作映射 

T ： a p r 一 r ， 

/ — a =(〜），其中 a • : = /(€,) (i =： 1,2 ，…） • 

显然 了是线性的. 步骤 （ 2) 表明 丁是映上的. 式 （ 2.6.5) 和式 （ 2.6.6) 表明 

HT / 1|, - ikii ? = ii / ii , fean \ 

因此了是 （">• 到 P 的等距同构 映射. 因此 (") •兰 _ 

容易证明 （ K”> • 兰 K% c ； ^ 1\ 其证明留作习题•在 §2.7 中我们将指出 

ary ^ z 1 . 
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2.6.2 I /[ fl ， h ]( l < p < oo ) 的共轭空间 


在 L p la y b ] 空间的情形，要找到这些空间上的有界线性泛函的一般表示，比在 
"空间的情形要困难得多.先证明一个引理. 

引理 2.6.3 设 l < p < oo , = 1. 若:并且存在常数 

C >0, 使得对[〜幻上的每个阶梯函数 : r = x ( 0 成立 

《 CIUIIp , (2.6.7) 


则： X ⑴并且 

证明 若 :c = : c (0 是有界可测函数， | x (0|< M (^6[^^]), 则存在 一 列阶梯 
函数 A = x B ( r ), 使得对每个自然数 w ， \ x n U )\ < MU 6 [… 幻），并且 
a . e . 由有界收敛定理得到 

lim || x „ — xH ^, = lim ( f | x w ( r ) — x (0| ^ dr ) ^ =0. 

n-^oo > J a f 


因此 X n -»► X , 从而 (I X n lip -*• 11 x 11， •由于 ： yU ) e L l [_ a , b ] 并且 |x w (^>3；(/)| < 
M | y (0|( re [ a ,6]), 由控制收敛定理得到 


lim 


Xt ) y ( t)dt = x ( t ) y { t ) dt . 


( 2 . 6 . 8 ) 


利用式 （2.6.7), 式 （2.6.8) 两式得到 




lim 


: n ( t ) y ( t)dt 


< limC IUJ |^ < C |k || p . (2.6.9) 


先设 1</7< CX >. 对任意自然数 W , 令 

f |^(^)| 9_1 sgn y ( t ) 9 |：y ⑴ |< ”， 

Z n ( t ) = < 

[ o, | ： y ⑴ l>n. 

则心 （ r ) 是有界可测函数.记 & = : |： y ( i )|<；2}. 利用式 （2.6.9) 得到 


|^( r)| , dr = [ z n ( t ') y ( t)dt ^ C || ^,11^ 

J E n J a 

= C ( J £ |^( t )|^ l ) M/) 7 = C(| E \ yU )\ q dty . 

五鼸 ^ji 

两边同除以 ( J t LvWjMr)' 得到 (h | y (^)[ 9 dr) T < C (« ^ 1). 令 w 一 oo 得到 

(]*> ⑴ | W ) 7 < C . 因此: yer [ fl ，6]， 并且 lb ^< C . 

再设 P = 1. 我们证明幻并且 biu < c . 若不然，令 

A = {f 6 [«»^] s \ y ( t )\ > C } ， 

则 m ( A ) > 0. 令 xW = ^( risgn ： y (0, 则是有界可测函数，并且 IU|k = mCA ). 
但是 
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xU ) jy(£)ck = 



XA(t)y(t)dt 


\y{t)\dt> CmiA) = C||x|L. 


这与式 （2.6.9) 矛盾！因此必有并且 blU ■ 

定理 2.6.4 I/[a，6] •三 Z/[“，6](l < p < oo, p- 1 十厂 1 = 1). 并且对任意 

f ^ L P la , b ]\ / 可以唯一地表示为 

fix ') ― J x (^)^( Ode , x ^ L p [ a ,6] , (2.6.10) 

其中; yer (>,6 ], 并且 blU /||. 

证明 （1 ) 对任意 : y =- y (0 e 厂 Tad ], 令 

/( x ) = [ x (. t ) yit)dty x 6 L p [^ ayb ^, 


则/是1/[>,幻上的线性泛函.由 H6】dei* 不等式，我们有 

|/u)j= ⑽|< 0料)士(|>(心)+ = ||4 b II,. 

这表明并且 


ll/ll 


( 2 . 6 . 11 ) 


(2) 反过来，设/€!/[〜幻 ' 对任意巧 [a，6]， 设 ：t [a ， (] 是区间 [M] 的特征 
函数，即 


尤 0 , 0 ( 5 ) = 



a ^ s ^ ^» 
a <C s ^ b. 


再令 gU) = /(hd )U $ [>，々])•下面 证明貧 ( r ) 在 [ a ，6] 上是绝对连续的•设 
{(«•，是 [ a ，6] 中的一组互不相交的开区间，令 


则 


q = sgn (^gCbi) — g(Ui) ) , i. = 1,2, 


n ” 

2 I 尽 ( 匕） —g(a { )\ = X)e, (g ( 以） 一 〆“•)> 

»«=1 / = 1 

n 

= S £ « (/^ Ca ^3 )— /(%[«. «,])) 

1 = 1 

n I n 

=/( S e a ( vW )< ll/ll 

i，l I x'-i 1 p 

=n/ii( 2 ^ bi — «<)) 7 . 

由上式知在 [«，6] 上是绝对连 续的. 从而以 i ) 在 [>,幻 上几乎处处可微.令 
y ( t ) =^ C0a.e . ，则 ]>，△]•下面证明: yeU [>，6]， 并且式 （2.6.10) 成立 • 

注意到 X Co. ~ Oa.e •，故 g ( a ) = /(Xo,) = 0，根据 Newton-Leibniz 公式， 
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发⑴= g(a) H- j (A)ds = j y (i’)ds， t ^：\_a ,b]. (2.6.12) 

若 x = xit ) 是 [ a ,6] 上的阶梯函数， 

n ft 

« rU ) = 2 ai ( t ) — Xla , t ^3 (O ) f 

4= \ i »1 

其中 a , 6 KG = 1，2，".，”） ， a = t 0 <i t Y … <C t n = b , 利用式 （2.6.12) 得 

n ” 

/(• r ) = X ) A (/( X [ tt “，；|) 一 /( h ,, ••- 】]))= ^ UiigUi ) — gUi -\)) 


JU ft , f 6 

〉 ： a, y(t)dt — x(t)y(t)6t. 

i_l ^-l a 


(2.6.13) 


于是对 1>，6] 上的每个阶梯函数 xU ) 成立 


xCt)y(t)dt 

a 

根据引理 2.6.3, yeL q la 9 b ] 并且 


1/ ⑴ I <11/11114. 


(2.6.14) 


bll 9 < ll/ll. 

对任意1 =尤(061/[〜6]，由可积函数的逼近性质，存在一列阶梯函数: 
使得 IU„ —： c||, — 0(« —cxO. 利用 Hdder 不等式，当 n — oo 时 


ro rb 

x n {Oy(.t)dt — x{t)yit)dt 


<llnUbMI 9 —0. (2.6.15) 


利用 / 的连续性和式 (2.6.13), 式 (2.6.15) 两式得到 


fix) = lim f(x m ) 


= lim 

tf—'OO 


rb rt 

x n Ct)y(,t)dt = x(t)y(t)dt. 


这就证明了对任意 /ei/U，6]% 存在: yeL 9 0,6]， 使得 / 可以表示为式 (2.6.10) 的 
形式.并且由式 (2.6.11), 式 (2.6.14) 两式知道||^!1, = 11/11. 若还存在 i^L 9 U,6]， 
使得相应于式 （2.6.10) 的式子成立，则 


j xit) {y{t) — yiO^dt = 0, x 

取 xCt) = sgn (y(f) — ^(t) ), 代人上式得到 |y(t) — J(t)| di = 0. 这表明 y(,t) = 

J a 

yit) a.e., 从而: y = 5. 因此 / 型如式 (2.6.10) 的表达式是唯 一的. 

(3) 作映射 

TiL p [_ayby ― ► L q \_ayb] 

f^y =3/(0* 当 / 具有表达式 (2.6.10) 时. 

则显然： T 是线性的.步骤 （1) 表明 了是映 上的，并且 

IIT/H, = bl|, = ll/IU feL p ia,ty. 

因此 了是 •到 Vla ^ b ] 的等距同构映射.这就证明了I/O,幻•三 L 9 |>,6]. ■ 
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利用引理2.6.3,将定理 2.6.4 的证明稍作修改即可证明如下定理 • 

定理 2.6.5 并且对任意 /6L 1 [“，/可以唯一地表示为 

/(工）= J x ( t ) yit ) dt 9 x 6 [^*^]» 

其中：并且 WU = 11/11. 

2.6.3 Cla . b ] 的共轭空间 

为了给出 Clu . b ] 上有界线性泛函的一般表达式，先介绍 RiemamvStidtjes 积分. 
设是区间 0,6] 上的实值函数， x (0 是上的有界实值函数•设 
Cl =t 0 < 6 < …< ~ = 6 是区间 (^ ， 6 ] 的任 一 分割.对每个 7 = 1 , 72 , 任取 

专 i 6 [h 4]，作和式 

n 

2 X ( 芑） （ a “〉一 ))• 

i-i 

若当 A= rnaxU — tH)— 0时，上述和式存在极限，并且该极限值不依赖于区间的 

i < i<n 

分割法和6, e [>,_,，&]的取法，则称这个极限值为 xit ) 在 [a ，6] 上关于的 
Riemarm-Stieltjes 积分（简称为 R-S 积分），记为]\⑴ ck ⑴•即 

疒办 n 

jc ( t ) da ( t ) = limT]x(f,) («(^) — ））• 

显然， Riemann 积分是当 aU) = t 时的特殊情形. 

下面的引理是 R-S 积分的两个性质，其证明从略. 

引理 2.6.6 (1) (可积的充分条件）若 o :(0 是 [ c/，6] 上的连续函数，《⑴是 

[a,6] 上的有界变差函数，则 x ( t ) 在1>,6]上关于是 R-S 可积的.并且 

f x ( t ) da ( t ) ^ max |x(/)| V(a). (2.6.16) 

J a a^t^b a 

(2) (积分的线性性）若: r(f), 3^(0 在[>,幻上关于 aO) 是可积的， A, 户是常数， 
则 A:c fiy 在|>，6]上关于 aU ) 是可积的，并且 

[( Aj : +^y)da(0 = A (* xda(i) -f-ju [ yda ( t ). (2.6.17) 

J a J a J a 

下面为叙述简单，我们只考虑实空间的情形.但下面的结果对复空间也是成立 
的. 回顾我们在§ 1.2 例7中已经给出了空间和 V Q \： a , b \ 的定义. 

引理 2.6.7 (1) 设则存在 唯-的 幻使得 

J x { t ) dg (. t ) = J x { t ) da (, t ) , x ^： C [_ a , b ]. (2.6.18) 

并且 V(a) < V(^). 

a a 

证明 先证存在性•令 ？(r) 是 g ( t ) 的右连续修正，即 
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git) , t = a, t = by 
git +) ， a <. t <. b. 


则 g ( t ) 在 U ， W 上右 连续. 我们证明 V ( g )< V (^). 设 a = r 0 < A < … < 〜 = 6 

a a 

是 [>，6] 的任一分割.对每个/ = 1 ，2,…，; 2— 1 ，取数列 （ < # < 使得# — I 

并且令4*> = “，# =办(々> 1). 则对每个々> 1，有 


S ㈣ )）)1 <々(《)• 

i-i a 

在上式中令得到 

21 机〉 n)l< S +)|< v(^). 

i-l i=l tt 

因此尽) • 再令 a (，）= 总⑴ 一 〆 《)， 则 cr = a ( f )6 V 0 [>，6], 并且 

4 i a 


V ( a ) = V (^) < V (^). 

a a u 

由于 〆 r ) 的不连续点是可列的，因此可以作出 [ a ,6] 的一列分割 
P „ : a = # < 0 < …< # =办， 


使得—蹀#卜。’并且 ㈣ =】’ 2 ’…都是咖的连续点•则 
对任意 x € C [ a ，6] 


x ( z)da it ) = lim ^ 工0”> ) (a ( g ”) ) — a (d )) 

=» i =\ 

*n 

=lim ) Cg ( t ^ ) - g ( t ^\ )) 

— 

=J x(Odg(t). 


再证唯一性.只需证明若使得 

f j ：(/) da ( r ) — f a ：(，) d 卢 ⑴， x 6 C [ a ,6], (2.6.19) 

J a J o 

则 在式 （2. 6.19) 中令 a : ⑴ = 1，得到 a ( b ) — aU ) = ^( b ) - 13 ( a ), 由于 

o ( a ) = ^( a ) = 0, 因此 a ( b ) = •设 r 0 6 (“， W . 对任意 e > 0，令 

1， t 6 

工 ‘“〉 =< 1 一 rUr — z 0 ) ， t^(t 0 fto +c)» 

I 。， ■[ 广 0+ 芒，厶 ] • 


jaiJx ,( r )6 C [ a ,6]. 在式 （2.6.19) 中令 a : ⑴= x t ( t ) 9 得到 


v 0 +« 

a ( r 0 ) + x t ( i ) da(0 = Pit Q ) 


f ° H \ •⑴ d /9 ⑴. 

r o 
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利用上式和式 （2.6.16) 得到 

|arU 。） 一 月 (? 。） 1< f 。 jr,(f)da(f) + f 。 a* f (f)dg“)| < V (a) 十 V (/?)• 

J J ，0 丨化 r 0 

注意到由于 au) 和外 r) 在〜右连续，故 々U) 和泠(灼也在〜右 连续. 在上式中令 

41 a 

e — 0,得到 a〈t 0 ) 这就证明了 _ 

定理 2.6.8 (F. Ries z )C[«^]*^V 0 [«^]* 并且对任意 / [« ，6] • ，/ 可以 

唯一地表示为 

fix) = ⑴ da ⑴， xeCla.b], (2.6.20) 

其中 aeW[ a ,6〕， 并且 ||a 卜 11/11. 

证明 （1) 对任意 aU ) eK|>,6]， 令 

f(x) = J x(/)da it) 9 x = x(0 ^ C[a »6]. 

由引理 2.6.6, 上式右端的积分存在，/是线性的，并且 

|/Cjt)| = j* 工 ⑴ da ⑴ < max |x(t)| V(a) = || a||||x ||. 

J a a 

因此 / 是有界的，并且 

ll/ll < II a". (2.6.21) 

(2) 设 BO,6] 是[〜 6] 上的有界函数的全体.对任意: r€B[>，6]， 令 IU|| = 
suplz ⑴|，则 B[a，6] 成为赋范空间. C [〜 幻是的线性子空间，现在设 

a<t<b 

/ eCOJ ]". 由 Hahn - Banach 延拓定理，存在上的有界线性泛函 F， 使得 
F\cmi = /* 并且 

IIFH - II/II. 

设〆0 下面证明 g 是有界变 差的. 对区间 [a，6] 的任 

一分割： a = G 6 < …< L = 6，令 

= sgn {gih) — i ^ 1 ， 2,…，”. 

我们有 

n w 

X/ —g(Li)) 

i* 1 «»=1 

= 2 £ * < F< X La,i { J )-^<X 2 > > 

1 = 1 

n 

|*=1 

n 

< IIF || 2 e 々 [ 叫 J — / [«• ]) 

I 9 a« J U 9 

=IIFtl = ll/ll. 
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因此 g 是有界变差的，并且 々( g ) <11/11. 设1€(：[心6]. 由于： r < e ) 在0,6]上一致 

a 

连续，对任意自然数《，存在乂 >0使得当 |f — 叫 <怂时， | x(W — x ( t 〃)|<+. 

这里不妨设元— 0( n -** co ). 设 a = t 。 < < … < “ = 6是 [ a ，6] 的一个分割，使 

得 max U , — b ) < \.令 

J</<* 

k k 

/*! #=i 

则 j ：„ eB [ a ，&]， 并且 

II ^ — x n || =： sup |:r ⑴一 x " ⑴ I < max sup 卜⑴ 一 )j 〈丄. 

因此: T „ — X . 我们有 

k 

k 

= 2 :“）（ F ( h "_] ) — 〜[«〜])) 

i*=l 

k 

i^t\ 

上式中令” -** 00 ， 由 Riem^nn Stieltjes 积分的定义得到 

F(x) == limF(j： n ) = f xCt)dg(t). 


由于当工 6 C [“， 6] 时， F ( x ) = fix ) , 因此由上式得到 /( x ) = J xCt ) dg ( f ) {x ^ 
Cla , b ]). 根据引理 2.6.7, 存在唯一的使得 

/(:) = J x(t)da(t)，x ^C[a, 6 ]. ( 2 . 6 . 22 ) 

并且 

IMI = V ( a )< V (^)< \\ f\l (2.6.23) 

a a 

(3) 作映射 

T : C[a ， 6]. -► V 0 Ca,6], 

/- a = a ( f ), 当 / 具有表达式 (2.6.22) 时. 

则显然 r 是线 性的. 步骤 （1) 表明丁是映上的.式 (2.6.21) 和式 （2.6.23) 表明 

lir/ii = iMi = ll/ll, fecial. 

因此： T 是 C [“， W 到 V Q [«， 幻的等 距同构映射.从而 

C [ a ,6]-^ V 0 [ a ,6]. ■ 

注1 设久和 Y 为賦范空间， X ^ Y . 若将 X •与 y 不加区别，则可以将； T 中 
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的元/与 Y 中对应的元3；等同起来.在这种等同意义下，可以将^视为 X 上的有界 
线性 泛函. 例如，既然当 i <》<° o 时， （ w 兰= 1)，因此对任意“ 
= Ca ,) el \ 我们将 a 与其对应的 P 上的有界线性泛函 

oo 

/( x ) = Cx = ( Xj ) l p ) 

1=1 

等同起来.这样，《可以视为"上的有界线性泛函，并且 

00 

a(x) = 2 化工 *， x 1=7 ( 文 ,) 6". 


§ 2.7 弱收敛与弱*收敛 

本节利用共轭空间和二次共轭空间，引人弱收敛与弱•收敛的概念，讨论不同 
收敛性之间的关系. 

2.7.1 二次共轭空间 

设 X 为赋范空间， X •是 X 的共轭空间.称 X "的共轭空间 （ X 7 为 X 的二次共 
轭空间，记为 X ". 

定理 2.7.1 对每个: rGX . 在 X •上定义泛函 x " 如下： 

工 *•(/) =/( ar ), /6 X -. (2.7.1) 

则： c “ 是 X # 上的有界线性泛函.并且 || x 〃 j | = || x ||. 

证明 对任意/, •和常数 a ， 尽 

工 + 办〉 = (a/ -\-Pg) (x) = af(x) 4~ Pg (x) 

= aW (/)+/ Xr “( g ). 

因此 x " 是线性的.又由于对任意 / EX •有 

l ，.(/) l = |/( x )|< IU||||/|U 

所 以工“ 是有界的，并且 ll •^•*||<||： c ||•另一'方面， 若 x 古0，由 Hahn - Banach 定理 
的推论，存在 / ex ' ii/ii = 1,使得 /( x ) = iuii . 于是 

|，-(/)|= |/( x )|-| U (|. 

因此 = ■ 

定义 2.7.1 设 X 为赋范空间.定义算子 

J : X — X "， 

其中 f 由式 (2.7.1) 所定义 • 称/为 X 到 X •• 的标准嵌人算子. 

定理 2.7.2 标准嵌人算子 J 是 X 到/ ( X ) C X "的等距同构 • 

证明首先证明人是线性的 • 设 xjex 则对任意 / ex % 
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(X +，）••(/)= /( 工 + 3^) = /(*r) 十 f { y ) 

=，•(/)+，•(/) = (，♦ +，•）（/)• 

因此 Oc + ：y)“ =1” +，•，即 J (: r + W = Jx ^ rJy . 类似可证 JOx) ^ aj ( x ). 
这就证明了*/是线性的.于是 J(X) = {J:r:xe 幻是X"的线性子空间 • J ( X ) 按 
照X“的范数成为赋范空间.将 J 视为X到/(X)的映射，则 J 是映上的.由定理 
2.7.1，对任意:X 有 117^11 = IU“|| = IUH. 这就证明了 J 是X 到 J(X) C= X" 
的等距同构映射. ■ 

注1 利用标准嵌入映射，可以用下面的方法将一个不完备的赋范空间完备 
化. 设 x 是一个不完备的赋范 空间. 由于 x" 是完备的，； mn ■是X“的闭子空间， 
故 7DTJ 也是完备的.根据定理2.7.2, 有 x 兰 j ( x ) cKr >， 并且 J(X) 在中 
稠密，因此 im 是 x 的完备化空间. 

根据定理 2.7.2, X与X"的子空间 J(X) 等距同构.若将彼此等距同构的空间 
不加区别，则可以将 x 视为 x" 的子 空间. 即； C 兰 J(X) CZ X".—般情况下， 
J(X) 乒X" • 但对有些空间确实有 J(X) = X-. 

定义 2.7.2 设X为赋范空间，为X到X"的标准嵌人 算子. 若 J ( X ) = X ：， 
则称X是自反的. 

若X是自反的，则标准嵌人/是X到X"的等距同构映射，因此X兰X".但 
反过来，有例子表明，即使X与X“是等距同构的，标准嵌人 J 也可能不是等距同 
构.此时X不一定是自反的. 

例1 1/0,幻 （1 </><oo) 是自反的. 

证明我们要证明对任意存在 xez/u， 幻， 使得 jjr = g •根 
据定理2.6.4, V ia ^^ Vla , b ]{ p ^+ q ^ = 1), 并且对任意/〜[以]•，存 
在:^ 2^0,幻使得 

/(:r) = J x(t)jy(r)d^, x 6L^[a,6]. (2.7.2) 

将与 L p [>,6]* 等同起来，相应地将/与 y 等同起来，则可以将 g 视为 
上的有界线性 泛函. 而 U[ a ，6]* 兰 Z/[〜6 ]， 并且存在使得 

g(/) = ^(y) = J J：(t)y(e)dt 9 y G L ? [a,6]. (2.7.3) 

设 J —l/[a，6]" 是标准嵌入.利用式 (2.7.2), 式 (2.7.3> 两式得到 

(Xr) (/) = fix ) = J Jc (. t ) yU)dt = gif 、. 

这里•是任意的，因此 /r = g. ■ 

类似地，卩 （l<P<^o) 是自 反的. 为了说明不是自反的，我们需要证明一个 
定理. 

定理 2.7.3 设X是赋范 空间. 若X•是可分的，则X也是可分的. 
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证明设 X •是可分的 ， A == {幻，沿，… > 是； T 中的可列稠密 子集. 不妨设心 
关 O ( u ^ i ). 对每个…令 / B = \\ gA \- ] g n . 不难验证 B = {/ i ，/ 2 , …} 在 x •的单位 
球面 S x . = {/ 6 11/11 = 1 } 中 稠密. 对每个”，由于 ll /» II = 1，存在工„ 6 X ， 

IkJI = 1,使得 |/ (1 ( x „)|> 令£：= spanUj . 由习题1中第21题的结论， E 是 

可 分的. 下面只需证明£：= X . 若£:关 X ，则由推论2.4.7,存在 / ex ' 11/11= U , 
使得 /U = o . 于是，一方面/•，另一方面 

IIA-/II 彡 | A (:”）一/ Ui ) l = l /. Un )|> y ， rz ^ l . 

这与{//在^；^•中稠密 矛盾. 因此 £= X . ■ 

定理 2.7.3 的逆不成立.例如， Z 1 是可分的，但是 （ Z 1 ) •兰广不是可分的 • 

例2 利用定理 2.7,3 容易推出 （rV 事实上，若(广）•兰 Z 1 ， 根据定理 2. 

7.3, 广应该是可分的（因为 Z 1 是可分的）.但在 §1. 3例3中已经知道广不是可分 
的.因此（广广笋广由此又知道 Z 1 不是自反的.这是因为 wrgr % 于是(7 1 )" 
^<rr 这说明与 z 1 甚至不是等距同构的，因此 z 1 不是自反的. 

设 x 为赋范空间，；^是久的共轭空间 ， a e X . 若对任意数集 
( fix ) :是有界的，则称 A 是弱有界的 • 

定理 2.7.4 设 A 是赋范空间 X 的子集.则 A 是弱有界的当且仅当 A 是（按范 
数）有界的. 

证明 设 A 有界，则存在 M >0, 使得对任意， 

|/(x)|<||/||||x || <Mll/H (x6A). 

因此 A 是弱有界的.反过来，设 A 是弱有界的.则对任意 / EX ' 存在叫>0,使 
得 l /( x ) l < M / ( xeA ). 对任意工6入，设是由式 （2.7.1) 定义的；^上的泛函. 
则 

sup |j:* # (/)| = sup 1/( 工 )| < M f . 

x€.A 

即泛函族在； T 上点点有界.由共鸣定理(注意； T 是 Banach 空间），存在 
M >0, 使得 lk “||< M ( x € A ). 由定理2.7.1， | U 1 = IMI , 因此 IUII 
即 A 是有界的. ■ 

2.7.2 弱收敛与弱’收敛 

定义 2.7.3 设 <心}是赋范空间 X 中的序列，： rex . 若对任意 / ex % 均有 
一 /(•!) (W -► OO), 则称 {; }弱收敛于 JT ， 记为 
本节为清晰地区分两种不同的收敛，按范数收敛有时称为强收敛，记 SjMx , 
或者 : r B x . 

定理 2.7.5 (1) 若工„ x , 则 
(2) 弱收敛序列的极限是唯一的. 
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(3) 弱收敛序列是（按范数）有界的 • 

证明 则对任意 /GX * 

\ fUJ - /(X)|< ll/ll | k „ 一 : T || 一 0 (71 — oo). 

因此 一 /(x ) ,从而:-^二 

(2) 设 Ud [X, a y 则对任意 /eX、 

fix ) = lim/Cx,,) = /(^). 

由 Hahn-Banach 定理的推论知道 x = y , 

(3) 设{^}是弱收敛序列，则对每个数列 {/(〜）} 是收敛的，因而是 

有界的.这说明 U„} 是弱有 界的. 根据定理2.7.4, 是（按范数）有界的 • ■ 

例3 定理2.7.5(1)的逆不成立.设1</><的，是 P 的标准基.根据 
定理 2.6.2, 对任意 /€(")•, 存在 a = (厂 i+g- 1 = 1)，使得 

co 

fix ) = 工= ( x .) 

1-1 

于是 /O n ) = a„ - ► 0 =/(0) (71 — oo>. 因此 A-^0 .但是 IUJ = 1 — 0. 因此 
{e„} 不强收敛于 0. 

定理 2.7.6 在有限维空间中，强收敛和弱收敛是一致的. 

证明 只需证明在有限维空间中弱收敛蕴涵强收敛.设X是 n 维赋范空间， 

e x ， e ” …， e n 是X的一组基.对每个 f = 1，2,…， n， 令 

n 

/ f (: r) = x l t x = 6 兄 

l-l 

称 /, •为第，•个坐标泛函_利用式 （1.5.10) 得到 |/,u)|= kx^iuii , 因此 /, ex* 

ft n 

di = 1,2,… ，”)• 设: r ⑷- — oo ), 记1(« = 工= 2^ - 则对每个 

fl£#l i=z.\ 

1 = 1，2,…，71，当 A — OO 时有 

= /•■(:，— /,(x) =x«, 

即 {X U) }按坐标收敛于: T. 再次利用式 （1.5.10) 得到 

||or(* 〉 —x\\ <6(2 1^ — x,| 2 ) T -► 0 (,k -► oo), 

i = l 

即强收敛于: C. ■ 

定义 2.7.4 设 X 为赋范空间，； T 是 X 的共轭空间. {/„} 匚X、 /6X *. 若对 
任意 i€A：， 总有人 Or) —/Cr)( W —oo ), 则称 {/ M } 弱*收敛于/,记为 f n ^ Uf . 

弱•收敛的极限是唯一的.事实上，设人」^/，/„ 则对任意: c€X, 

/(•r) = lim/”（:c) = g(x ). 因此 f = g . 

rt-^oo 

设 {/«} 是 x •中的序列， / ex \ 则{八}可以在三种不同意义下收敛于/: 
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(1) 按 X •上的范数收敛或强收敛，即11/« — /11 一 0. 记为八 -5— /或八1/. 

(2) 弱收敛，即对任意 / 6( X *)* = X ”， F (/ n )- F (/). 

(3) 弱•收敛，即对任意: ceX ，/ n ( x ) —/( x ). 

由定理2.7.5,若/„」—/,则 f n ^ f . 关于弱收敛和弱 • 收敛有如下 定理. 
定理 2.7.7 设 {/„} CX\ f6X ••若 f” A /， 则 /” 

证明设八^/,则对于任意 F(/J — F </). 对于任意: r 6 X , 设 
x " 是由式 (2.7.1) 定义的； T 上的泛函.则 

/„( x ) =，•（/”） — x “（/) = /( x )， n — oo . 

因此 / n A /. ■ 

例 4 定理 2.7.7 的逆不成立.例如，考虑空间 c 。. 由习题2中第40题的结论， 
c 0 . 设的标 准基. 将^与其所对应的 c 。 上的线性泛函等同起来(见 
§2.6 中注1)，即 

e n ix ) = x „ f x = ( j :,) 6 c 0 . 

则 {} Cl Co * ，对任意 j : = ( x ; 〉 6 c 0 ，有 g ( x ) = x n -* Q . 因此 0. 另一方面， 

令 

oa 

F(x) = 2 Xi ， x ~ ( x, ) 

则 Fe " ，因而 Few . 但当 n — oo 时， 5^) = 1—-0. 这表明 {〜} 不弱收敛于 0. 

若 X 是无限维的赋范空间，则其共轭空间； r 也是无限维的（参见习题2中第25 
题).根据推论 1.6.12, 中的有界集不是列紧的.但是下面的定理 2.7.8 表明，若 X 
是可分的，则 X # 中的有界集是弱 | 列紧的. 

定理 2.7.8 设 X 是可分的賦范空间，则中的有界序列必存在弱•收敛的 
子列. ^ 

证明设是 X 中的稠密子集，是：^中的有界序列， ll / n ||< M ( n > l ). 
我们用“对角线法”选出{人}的弱 | 收敛的子列.由于{/ 〆 々）}是有界数列，因此存 
在{人丨的子列，将其记为{/_」}，使得是收敛的.同样 { A ,, Ot 2 )} 是有界 
数列，故存在 { A . d 的子列 {/ w , 2 }， 使得 {/-, 2 ( x 2 )} 是收敛的. 这样一 直进行下去， 
对每个正整数 h 存在{八，^}的子列{/-.*}，使得{/„, 〆 々）}是收 敛的. 令= 
则 {&} 是 {/»} 的子列，并且对每个々=1，2,…， U „( x *) 丨是收敛的•对 
任意:和£>0,选取 心使得 一： rl | < e . 再取 N >0, 使得当时， 
\ g m (, x k ) — s ： M ( x *)|< e . 于是当 m ， n>N 时， 

\ g m (. x ) — . g B ( ar )|< |幺“工）一仏“:^)|十 \ g m { x k ^> — ^„( x *)|+ — g n ( jc )\ 

< UIU —工 *ll + € 十 — x \\ < (2 Af + l ) e . 

这说明{仏(: r )} 是 Cahucy 数列.令 g ( jr ) = nm &( x ) OGX ). 则 g 是 X 上的线性泛函. 
由于|发(工)|<1^11心1111工11<似||1||，因此尽€；^.由 g 的定义， ■ 
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2.7.3 某些空间上的弱收敛的等价特征 

对于某些賦范空间，可以给出该空间上的序列弱收敛的容易使用的判别条件 • 
先给出一个判别弱收敛的一般准则. 

定理 2.7.9 设是赋范空间 X 中的序列，：则的充分必要条 
件是： 

(1) {心}有界. 

(2) 存在 ECIX •使得 span (£：) 在 X •中稠密，并且对每个 / GE ， 

证明 必要性.设 a 由定理 2.7.5 知道{心 } 有界. （2) 是显 然的. 

充分性.设条件⑴和⑵满足，彡 1 ). 不妨设显然对每 
个/ € span ( E ) 仍成立 fU ”）— / U ) •由于 span (£) 在 V 中稠密，对任意/ 6 X •和 

€>0,存在 / oespanCE ) 使得 |1/一/。1|<^.由于/。（工„) — /。（: c ) ,存在 N >0, 
使得当 ”> N 时，1/。(心）一/。(工)|<音.于是当 ”> N 时，我们有 

1 /(:”） 一/(工)|< |/(工”）一 /oOO|+ |/o( 工”）一 ,0(x)1+ |/o( 工）一/(工)| 

< 11/ 一 ,0 IIII II -f- -|- + ll/o — / II II X I) 

因此 /( A )4/( x ). 这就证明了 充分性得证. ■ 

例 5 P(l</><oo) 中的序列: c% = OcP ) 弱收敛于: c= (X,) 的充要条件是 
{/”>} 有界，并且 U < a ) } 按坐标收敛于: T . 

证明必 要性. 设由定理 2.7.5 知道 U n } 有界.对每个1,2,…， 
设/,是"上的第 i 个坐标泛函，即 

fiC^c) = Xi ♦ X = (Xi) 6". 

则每个由于: c 00 因此对每个； =1，2, …，有 

Xi n) = fiCx in) ) fi ( x ) = Xi Cn -► oo ), 

充 分性.令£： = { f i9 I = 其中 /, 是 y 上的第 f 个坐标泛函.对每个 

fecm 存在 a = ia ^ ei ^ p - 1 + g " 1 = i >, 使得 

oo oo 

/(■ r ) = y]aiXi = ^ affix ') r x = ( x „) ^ l p . 

i=l l-l 

n 

令容 ” = 乏 ] a,/ • ，贝 !j 6span(E) (n > 1 ). 并且当 w — oo 时 

1 

Wf^gnW = II (0, …，0, 〜， a 朴 2 ，…） II , = ( 2 -► 0, 
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这表明 span (£) 在 （/〃) •中稠密.对每个/ • 当 w —oo 时有 

/,(x <n) ) = j：- n) 一 Xi = fi、x\ 

由定理 2.7.9 知道心」^二 ■ 

注2 例5的结论当/> = 1时不 成立. 例如设 

x (n> = ( p ， …， 0,1，0 ,…），71 = 1,2,…， 

''― —--V 

n 

oo 

则 U ( ， 是有界序列，并且 U 按坐标收敛于 0. 若令 /(： r )= U 0 6/ 1 ). 

i«^l 

则 /6 U 1 )' 但是 /( x °°) = 1— ^ 0 (n — oo ). 因此 { x (fl> } 在 Z 1 中不弱收敛于 0. 

例6 L P la , b ]{\< p < oo ) 中的序列弱收敛于: t 的充要条件是 { z 00 } 有 
界，并且对每个成立 

lim x n ( i)ds == f x (5) di '. (2.7.4) 

n-^oo J a J a 

证明 必要性.设 All 则 U u ) } 有界.对每个 re [ a ， 幻 ，令乂 G ) = 

Xu ,/] (山则: V /€ 乙 9 [ a ，6] (厂 1 + g _1 = 1) .令 

f t Cx) = x(A)3^(s)di、x L p [_ayb^. 

J a 


则由于因此 

lim : c„(5)ds = = /,(j:) = f x(s)ds. 

J a J a 

充分性，令 A = { y ,( s ) [ a ，6 ]} ， E = {/, 由于 span ( A ) 是 [ a ， 

6] 上的阶梯函数的全体，由积分的逼近性质知道 spaii ( A ) 在 I /[ a ，6] 中稠密，亦即 
在!/[>，々]•中稠密.利用式(2.7.4)，对每个 /,€E 

= lim | x„(5)di- = | x(s)d5 = 

根据定理 2.7,9 即知 — oo ). _ 

例 7 C [«,6] 中的序列{仏}弱收敛于工的充要条件是 U 00 } 有界，并且 UA )} 

在 [ a ，6] 上处处收敛于 joit ). 

证明必罘性： 设為 -^ x , 则 U ( ”>} 有界. 对每个斤[«，6],令 /, Or ) = 工⑴ 
(工 ec [ a , 办 ]), 则/, ec [ w . 因此 

lim x n Ct) = Umf^Xn) = / f ( x ) = x ( i ). 

n-^oo tr^-oo 

充 分性： 根据定理 2.6.8, 对任意 / eCOA ]% /可以表示为 
fCx) = J xO ) da ⑴， x 6 C [ a ,6], 

其中由于 k ⑴ 并且对每个 reOJ ], x n dt )~^ 

xCt ). 利用关于 L - S 积分的有界收敛定理得到 
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lim/(x„) = lim [ x H {t)dcr(t) = f = fix、• 

w 〜 oo J a J a 

因此工》-^1(乃->00).屬 

§2.8 共扼算子 

设 x ， y 为赋范空间，； r ， ^分别是 x 和 y 的共轭空间.又设了 ：x — y 是有界 
线性算子.对任意给定的 gev •，令 

/(x) = giTx ) ，工茫 X. 

则/是 X 上的线性泛函.由于 

l/(x)| = U( Tx )| < ||^|| \[Tx || < ||^ I! |[ T || \\x ||. 

因此 /6 X * 并且 

ll/ll IIIITil . 

这样就得到一个映射 — x ' g —/• 称: r •为 r 的共轭算子. 

按照共轭算子的定义， 了与 t _ 满足 

cr g ) u ) = g ( Tx ), xex 9 g ev \ 

—般地，若 / 是线性空间 x 上的线性泛函，有时为了将 x 与/平等地看待，将 
/(x) 记为 U ， f ). 用这个记号，式 (2.8.2) 可以写成 

= (Tx 9 g ) , a ： 6 X, g^ ： Y\ 

下面的例 1 说明，共轭算子是转置矩阵概念在无限维空间的 推广. 先作一个记 
号的 说明. 设 K ” 为”维欧氏 空间. 对任意 a = (〜，心，…，令 

w 

/( or ) = 2 a<x< * x = (工 1 ，工 2 ，…，：”）6 K ”. 

1=1 

则/是 1 C •上的线性 泛函. 下面将 a 与/不加区别，即将 a 视为由上式确定的泛函.则 

ft 

“工）= 2 a •工” x — (工1，工2，"•，工 J 6 K ”. （2.8.3) 

i*-l 

(见§2,6中注 1). 

例1设 A:IC — •是由矩阵( ％ )„^确定的线性 算子. 由于 ( K M )* 占 K % 因此可以 
将 A •视为 到 K ” 的算子.设 A •的矩阵是 (6〃). 对任意: ^=(4 ，: c 2 ，…， xjeK % 记 

ft 

Tx = ( j*i , yz ，… ，: y M )， 则 m (/ = l ，2，”.，/ w ). 对任意(切，巧，…， t ; M ) ^ K ,n , 

利用式 （2.8.3)， 得到 

g(Tx) = ^Vjyj = 2 ^VjajiXi = J] ^a^VjXi. 

)=1 >»1 i_l i = l 


( 2 . 8 . 1 ) 


( 2 . 8 . 2 ) 


(2.8.4) 
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nt 

类似地，设 = ( A ， m 2 ，…， O ，则 “i = y^b ti vj(i = 1，2,…， 7 i ). 因而 

it n w 

(A*g) (jc) = ^ ^^bijVjXi. (2.8.5) 

i — 1 i-^1 j = l 

由于 ( A - g >(: r ) = g < Tr ), 比较式 (2.8.4) 、式 （2.8.5) 两式，得到 

rt m n tn 

2 ] Y^ bi i V i Xi = 2 2 
>*»1 ••一 1 >*-1 

在上式中令 x = ei ， g = A ，其中 ei ， e 2 ，…， e „ 是 K ” 的标准基.得到 60 = 4 . BP ( 6 ,> ) 
是 (％) 的转置矩阵.因此是由（^)的转置矩阵确定的算子. 

定理 2 . 8.1 设 X ， y 为赋范空间，： T , SGB ( X , y >. WJ ： 

< i ) T * eB ( K % x # ), 并且 iin = II T ||. 

(2) (T-hSr = T # +s # , CaT)* = ar-(aeK). 

证明 （ l ) 则对任意 z ex ， 

{ XfT^igi + g 2 )) = (Txjgi -f g 2 ) = (Tr , g ! ) -|- ( Txyg z ) 

=( x ， T . gi ) 十 ( x 9 T m g 2 ) == ( 1 ， 丁 *gi + T ^ g 2 ). 

由 ： r6X 的任意性得到: r *(々+ 沿 ）=ti + t * 汾. 类似可证： r (叹 ）= 0 ： r \. 这 
表明： r 是线性的，利用式 ( 2 . 8 . 1 ) 得到 

II T-g|| = ||/||<||THkl|, geY\ 

因此了*是有界的，并且 11 了 11<11 丁 II . 另一方面，对任意 2 ex , 若： Tx 关 0 ,由 
Hahn-Banach 定理的推论 ，存在 go 6 ^' * 使得 |1办11 = 1, ( Tr ,^ 0 ) = \\Tx ||. 于是 

IITxH - ( Tx , g 0 ) = ( x , T ^ o )< l | T^olllUII 
<imil|g 0 ||||a：!l = ||T1||U||. 

当 ： Tr = 0 时，上式显然 成立. 这表明因此 = 

( 2 ) 设 t ， seB ( x , y >, 则对任意： cex ， 

(I， (T+S)V> = UT + S ) xyg ) = (Tx， g ) + (Sz, 发） 

= ( xyT ^ g ) + ( x , SV )= (工，了*茗十5» 

( or , ( T * + S *) g ). 

由上式得到（: r + s ) •发=丁\+5•容（容 ey ). 从而（: r+sy =: r + s ' 类似可证 
(aTy = aT \ ■ 

定理 2 . 8.2 设 X , y , Z 为赋范空间. 

( 1 ) 若 AeB ( y , z ), BeBcx , y ), 则 （ ab )* = bw . 

(2) 若込和1^ 分别是 X 和 X * 上的单位算子，则 G = I x . • 

证明 （1) 对任意： rex , hez ., 我们有 

U ， (ABYh) = (ABx 9 h) = (A(Bx) 9 h) = iBx.Ah) = 
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由上式知道 (AB)Vi = B-A*/i(/i6Z-), 从而 (AB)* = B # A*. 

(2) 对任意 xex , / ex -, 我们有 

(X ， Ixf) = (IxX ， f) = (J，/) = (X ， ix. /)• 

由上式知道 G/= “•/(/ex*) ，从而 g = /x-. ■ 

例 2 设丁： Z ， —P(l</><oo) 是右移算子，即 

T(x x ，： r 2 ， …) =(0 ，Xi ,x 2 >•••) * x = (xi 9 x 2 ，•••)€". 

显然丁是有 界的. 下面我们求： T •的表达式 • 由于 （") •兰=1)，可以将 
: T 视为 P 到 Z 9 的算子.设 

T m Cyi ， : y 2 ，•••）= ( 之 1 ，々，•••）， y = (% *3^2 »**•) 6 

由共轭算子的定义，有 

(x,T^) = ( 丁 x ，： y) ， xei fi , ye I 9 - 

因此对任意 x = (:，…） er ， 有 


2之》工1== X ) 乂工 卜1 = 2加 x *. 
i-l i =2 i-I 

分别令 x = e ,(/= 1,2, …），其中⑷是的标准基，得到之 f = 1,2, …). 

因此 

T\y l *•••) = y = (: yi ，％， … ） €l 9 . 


即： T 是 P 上的左移算子 • 

例 1 设是矩形 [a ， 6]X[a,6] 上的平方可积函数 . 在 L 2 [a ， 6 ] 上定义算 
子如下 

(Az) (s) = f K (s 9 t)x(t)dt 9 x ^L 2 [_a,b]. 


由 §2.1 中的例 2 和例 4 知道 A 是 L 2 [a ， 6] 上的有界线性 算子 . 现在求 A • 的表 达式 . 
由于 L 2 [ fl ,6]*^L 2 [a,&], 因此可以将 A • 视为 L 2 [a ， 6] 上的算子•设 

(A.y) (s) = 之 (5) ， y = yis) 

利用 Fubini 定理，对任意 : ceL 2 [> ， 6 ]， 我们有 


x(5)z(5)d5 = (x, A*y) = {Ax 9 y) 


j " (| K (5, r ) j ：( r ) dr ^(5) d 5 
J x{t) KCsiOyis^ds^jdt 
J x(s) (J K (t 9 s)y(t)dt^ds 


因此 zG) = [ b K(t 9 s)y(,Odt . 所以 

a 
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(A* y) (5) = Ky ^L 2 

J a ，呼 

设 X , Y 是赋范空间，丁 eB ( X , y ). 根据定理 2.8.1, 丁 • eBCY 、 X *). 对于丁 • 
同样定义其共轭算子.记 t " =( r *)*, 则: r “ eB ( x - 9 y "), 称之 为了的 二次共 
轭算子. 

定理 2.8.3 设是賦范空间， reB ( x , y >. 则对任意 xex ， 成立 crw 
= T- ?•, 其中: r — W 和 Tr —(7：r 广分别是 X 到 X ”和 y 到的标准 嵌人. 

证明 设 zex . 对任意 gey •，有 

(g 9 T nm x mm ) ― (T*g, x 9m ) = (x,T m g) = (Tx 9 g) = (gf (Tx)*"). 

因此（: Tr )“ = T ^ x ^. ■ 

若在标准嵌人的意义下，将 x 和 y 分别视为 X "和 Y “的子空间，即将与: r ” 
不加区别，将与 （ TrV 不加区别，则定理 2.8.3 的结果可以叙 述为： 对任意 
x 6 X ， 成立： r"：c = 了二在这种意义下，： T " 是： T 的线性 延拓. 又由于 
IIT-|I = II T*|l - II T ||, 因此了"是 T 的保持范数不变的线性延拓. 

§2.9 紧算子 


紧算子是一种特殊的有界线性算子.紧算子在算子谱论中具有重要地位.这里 
只介绍紧算子的初步知识. 

定义 2.9.1 设 x ， y 为赋范空间，： r:x — y 是线性算子. 

(1) 称: r 是紧算子，若 t 将 x 中的每个有界集映射为 y 中的列紧集. 

(2) 称: T 是有限秩算子，若 T ( X ) 是有限维的. 

由定义知道，： r 是紧算子当且仅当对 x 中的每个有界序列 [T Xn ) 存在收 
敛的 子列. 此外， 若了将 x 的闭单位球映射为 y 中的列紧集，则： r 是紧算子(其证明 
作为习题). 

定理 2.9.1 (1) 紧算子是有界算子. 

(2) 有界的有限秩算子是紧算子. 

(3) 设 X,Y, 2 为赋范空间， A6B(y t Z), BeB ( X 9 Y ). 若 A 或 J3 是紧算子， 
则 AB 是紧算子. 

证明 （1) 由于列紧集是有界集，故 （1) 成立. 

(2) 若: T 是有界的有限秩算子，则对 X 中的任意有界集£:, IXE ) 是有限维空间 
: T ( X ) 中的有界集，因而是列紧集.因此: T 是紧算子. 

(3) 设 A 是紧算子.对 X 中的任意有界集£，由于 B(f：) 是 Y 中的有界集，因此 
AB ( E ) 是 Z 中的列紧集.从而 AB 是紧算子.若 B 是紧算子，则对 X 中的每个有界 
序列 UJ ， 存在收敛的子列于是是的收敛子列.这 
表明 AB 是紧算子._ 

将 X 到 y 的紧算子的全体记为 c ( X , y ). 
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定理 2.9.2 (1) 若 A ， BGC(X ， Y )， 则 A + B eC ( X ， Y ) , aA 6 C ( X , V ) (a^K). 
( 2 ) 若 y 是完备的， a „ eccx , y >, a eB ( x , y >, 并且 HAi - ah ^ o , 
则 Aec(m 

证明 （1) 设 { x B } 是 x 中的有界序列.由于 a 是紧算子，所以{^„}存在一个 
收敛的子列 { Ac %}. 又由于 S 是紧算子，所以 { Br Wi } 存在收敛的子列 {&>}. 于是 
{(八+5)：^}是{(八+万):^的收敛子列.因此 A + B 是紧算子.类似可证 crA 是紧 
算子. 

(2) 设是 X 中的有界序列， IUJ|<M( W >1). 对任意 e>0, 取叫足够大 
使得 IIA ,。一 A ||<&. 由于 A n 。 是紧算子，故 M -。：*：,} 存在收敛的子列 { A „。'}, 于 

是存在 K>0 使得当 h Z>K 时， || A 、 气一 || <-|. 于是当 h Z〉K 时， 
\\Ax„ k — Ar W/ ||< II Ar % — A„ o x n J| + || x„ k —A no x n/ \\ -f \\A„ o x ni — Ar B/ || 

< || A — A^H || x„J| -F -|- + || A — || || x H/ 1| 



这说明 {Ar„ 4 } 是 Y 中的 Cauchy 序列. 由于 Y 是完备的，因而 {Ar n 」 收敛.这就证明 
了 A 是紧算子. ■ 

ao oo 

例1设{七}是无穷矩阵，满足定义算子丁 a —/ 2 使得 

i’_i j 議 1 

T(xj ,x 2 ，•••）= (^! ， 3 » 2 ,•••)，I = (x, ) 6 I 2 * 

CO 

其中: y ,= 2]%6(£=1，2, …）. 容易验证 T 是有界线性算子.对每个 n=l,2, …， 

令 

丁”（工 1 ，工 2 ，•••）= (^ 1 ，: y2 ，•••，％， 0 ,…），工= ( x t ) G / 2 . 


则每个 I ；是有界的有限秩算子，因而是紧算子.对任意: r = Cr ,) e / 2 , 我们有 


因此 


HT—T n )x\\l = 2 1 ^* 1 2 = S is %:」 2 

< EEki 2 EN ^= SSkNuii !. 

i*»+J 


ii 丁 - tj < (E EW 2 ) 1 — 。 — 吨 

j=l 


根据定理 2.9.2, 7' 是紧算子. 

例2设 K ( s , t ) 是 [ a ,6] X [ a ,6] 上的连续函数.定义算子丁 ： C [ a ,6] — C [ a ,6], 
(Tr) ( 4 ) = f K(Sft)x(t)dtt x 6 C\_a y b~\. 
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在 §2.1 例6中我们已经知道： r 是有界的.现在证明: r 是紧算子.设 E 是 c [ a ，6] 中的 
有界集， lkli < ivf ( xe £：). 由于: r 有界，故 too 是(:[〜幻 中的言 舞集.由于 k ( w ) 
是 k ， 幻 x [>，6] 上的连续 函数. 因此对任意 e > o , 存在$>0,使得当 5 2 eC «^] 
并且 h — 时 

jKXh “) — Kis 29 t'>\ < 飢/一 “) ， f 6[a ， 6]. 

于是对任意 x € E , 我们有 

|( Kr ) (々） 一 ( Kx ) (5 2 )|= f ( K (5!,0- Kis 2 , t )) x ( t)dt 

J a 

<| 6 \ Kis ^ O - K(5 2 ,0| \ x ( t )\ dt 

< mb - a) -MClT-al = £ - 

这表明 7 XE ) 是等度连续的函数族.根据 Arzela - Ascoli 定理， T (£) 是 C [ a ，6]中的 
列紧集.从而 T 是紧算子. 

定理 2.9.3 设 x ， y 是赋范 空间. 若: T:X — 7是紧算子，则： T 也是紧算子. 
证明设 S x sx 的闭单位球，是 y •的闭单位球，我们要证明: r ( s y *) 是 
X ’中的列紧集.由于； r 是完备的，只须证明： r ( Sy ) 是完全有界集. 

由于: r 是紧算子，故 7 XS x ) 是列紧的，从而是完全有界的.对任意 e 〉 o , 设 

£：={%，: y 2 ," •，: y n } 是 TXSx ) 的 f - 网，即对任意工 es x ， 存在％ e £， 使得 

11丁1一乂11<4~. (2.9.1) 

4 

作映射 A : Y * - K % Ag = (容(力），容(力〉，…， g (: y ,)). 则对任意 gev ， 

114 II- (E I 力 .)1 2 )^< (S \\s\\ 2 II y.w 2 r = (E II 乂 II 2 r M ， 

1 = 1 i=l i-l 

所以 A 是有界的有限秩算子，从而是紧算子.于是 A ( Sy ) 是完全有界集.因此存在 
幻，沿，…，心 es y 、 使得是 A ( s y _) 的 网. 即对任意 ges ( y ) 存 
在仏 （ i < a < 讲），使得 

(2 | g (: y <) — 容 *( 力 ) I 2 ) T = \\ Ag — Ag k \\ < - j - 

i-l 4 

从而 

| g (^») _ 尽4(乂)| < 子， *• = 1，2,…， n . (2.9.2) 

于是当 gGSy ， ： ceS x 时，由式(2.9.1)、式 （2.9.2) 两式得到 
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)^( Tx)-^(Tx)|< \g(Tx)- g(yi)\+ k( ： y,) — A(M)1 + k〆 乂 )-^(Tx)| 

< II^IIIITa: — y f II H- TxH 

<C II Tx — II + -^- + II Tx — || <1 (2.9.3) 

利用式 (2.9.3) 得到 

tlTmJ = sup |( T ^- TV A )(^:)| 

=sup \g(Tx) — g k CTx)\^：Y <e - 

lIxKi ^ 

这表明 r*(Sy-) 的 e- 网. 因此 r*CSy) 是完全有界集，从 
而： T 是紧算子. ■ 


习题 2 

1. 设是赋范空间，丁 ： X — Y 是线性 算子. 证明若: T 在 X 上的某一点连续， 
则： T 在 X 上连续 • 

2. 设是赋范空间，： r : x — y 是线性 算子. 证明了有界的充要条件是了将 
x 中的每个完全有界集映射为 y 中的完全有界集. 

3. 设{化}是一有界数列.定义算子 

T :， T ( x , ，工 2 ，•••）= (aiXi 9 a 2 x 2 ，•••）• 

(1) 计算 II 711. (2) 证明 丁存在 有界的逆算子了- 1 的充要条件是 m = inf k |>0. 

分 1 

4. 在 C [0，1] 上定义泛函 

r-y fl 

fix ) = x ( t ) dt — x ( t ) dt 9 x ^ C [0»1]. 

0 J 7 

( l ) 计算 ll / ll •⑵证明不存在工 ec [ 0 , i 〕， 使得 IUII < l , 并且 /(:> = ll / ll . 

5. 定义 （7^)(0 = tr (0. 分别将了视为 L 2 [0，1] 到1^[0，1]的算子和 L 2 [0，1] 
到 L 2 [0,1] 的算子，计算 1 ITI 1. 

6. 设 1 < /> < oo. 定义 ： r — L fi [a ， 6] ， (7>)⑴= 

a(0^(t ). 证明 || 了 || = \\a\\ M . 

7. C [ a ,6] 上的线性泛函/称为是正泛函，如果当 x ( O 0( r 6[« ，幻）时，有 
/( x ) 彡 0. 证明 Cla , b ] 上的正泛函是有界的，并且||/|| = /( I ). 

提示:若 x GC [ a ，6], || xK 1，则 1 土 x ( e ) ^ 0. 

8. 设为赋范空间 ，1 < p < oo . 在 XXY 上定义范数 

II ( 烹， : y) II，= (11 工 11 声 + ll ： yll” 含，（工 ，，）6 X x V. 

若 fi 6X-, / 2 ey , 令 fU ， y、 = Mjc) +/ 2 ( ： y)(Cr ，： y) ex XV ). 证明 /€ 
(xxvr ，并且 ii/ii< dl/iii^ + ii/aii 9 ) 1 '% 这里厂 l +<r* = i. 
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9. 设 a = (^) 是一数列，使得对每个 (A) 6c 。， 级数互收敛.证明 

i=l 

ae/ 1 . 

10. 证明算子 丁 ： C 。。— t ：。。 ， T(xi 9 X 2 , X 3 »•••)= (工1 ， +工2 ， +工3 ，…)是一对一 
映上的有界线性算子，但: T - 1 不是有界的.试问这与逆算子定理是否矛盾？为什么？ 

11. 设 X 是 Banach 空间， /,,6 X *(” 彡 1), 使得 U |/„( x )|< ooU 6 X ). 证明 

1 

Oo 

存在常数 M ， 使得对于每个工 ex 有 I 人 （: c )|< M ||： r ||. 

H—1 

提示：考虑算子序列 T „ : X ， Z 1 ， T „( x ) = (/i ( x ) , / 2 ( x ) ，…， /„( x ) ，0,…）.利 
用共鸣定理. 

12 •设 X,y, 2 ： 是 Banach 空间， T ： X X Y — Z. 对每个固定的: r e X 或: y e 
Tdx . y ) 关于另一个变量是有界的、线 性的. 证明 TU 9 y ) 关于 Cr , y ) 是连续的（即当 
— ： y 时，丁 U „， 3O — 丁 U , 3O ), 并且存在常数 c >0, 使得 

II Tu 9 y ) II < ciu || ib || uex , 3； ey >. 

提 示：设 A —— ： y . 令 A „(： y ) = T (： r n ，30. 对算子序列 { A n 丨利用共鸣 
定理. 

13. 设 X 是 Banach 空间. 证明若/乏久％ /关0,则/是开映射. 

14. 举例说明开映射未必将闭集映射为闭集. 

15. 设 X 是 Banach 空间，^，£: 2 是 X 的闭线性子空间，使得 ㊉ £ 2 •证 
明存在 c >0, 使得对任意 I = 々+々（々€&， x 2 ^ E 2 ) 成立 

II X ! II < c \\ x \\ 9 \\ x z It < c \\ x \\. 

提示：考虑算子 尸1 ( x ) = X ： J p 2 ( x ) = x 2 ( x ^= JC ： - fx 2 6 X ). 利用闭图像定理. 

16. 设 X 和 y 是赋范空间，： r:x — y 是闭线性 算子.证明： 

( 1 ) t 将； c 中的紧集映射成 y 中的闭集. 

(2) NCT ) 是 X 的闭子 空间. （这说明当 N ( T ) 是闭集时，： T 不一定有界.这与 
定理 2.1.2 形成对照）. 

17. (1) 设 x , y 是距离 空间. 证明若: — y 是一对一映上的闭算子，则: r-i 
是闭算子. 

(2) 用闭图像定理证明逆算子定理. 

18. 设1卜11 1 和1卜|| 2 是线性空间 X 上的两个范数，使得 X 关于两个范数都成为 
Banach 空间. 若对任意 U ”} (Z X ， IU 上 — 0蕴涵|| ij | 2 — 0,证明当 — 0时， 
必有 IUJ , —0. 

19. 在 C [0，1] 上定义新范数 ：| MI , = f 1 I ^ KOlck . 证明 IHh 与 C [0,1] 上原来的 

Jo 

范数不是等 价的. 结合推论 2.3.4, 可以推出什么结论（参见习题 1 中第 35 题)* 
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20. 设 ||HC[«, 幻上的另一范数，使得 （C[a ,6]， 成为 Banach 空间, 
并且当 ||x„ — 4 — 0时必有 x ( t ) Uela . b ]). 证明|卜 Hi 与 C(>，々] 上的原 
来的范数1卜11等价. 

提示： 考虑 C[a， 幻上的恒等算子，利用闭图像定理. 

21. 设是 Banach 空间，了 ： X — Y 是一对一的有界线性算子.将 T 视为X 
到 /?(T) 的算子，则： T 存在逆 算子广 h . 证明 T— : i?(T) — X有界当且仅当 i?CT) 
是 y 中的闭集. 

22. 证明在实空间广上存在线性泛函/， 满足： 

(1) lim x” ^ /(x) ^ limx,,. 

it—OO 

(2) 当: r = (a:,〉6c 时, fix ) — limj：,,. (称 /(x) 为工 =(x„) 的 Banach 极 限). 
提 示：令 p ( x ) = HHix n Uer ). 利用 Hahn-Banach 定理（定理 2.4.1). 

rr^oo 

23. 设 A，^，" •，心 是赋范空间 X 中的 《 个线性无关的向董，心， …， 

(标量域).证明存在/€乂* 使得： 

(1) /( 工 , ） = cii(i = 1 ， 2,…， 《)• 

(2) 的充要条件是对任意 A 2 ，…, A^eK 成立 

II- 

f-i t-i 

24. 设X是赋范空间， on,x 2 ，…，〜是乂中的 n 个线性无关的向量.证明存在 
兑，/ 2 ，…， /" ex ' 使得/,(々）- ^(5, = 1, 8 , ^ 0 (f 关 _;•))• 

25. 证明无限维赋范空间的共轭空间也是无限维的. 

提示： 利用上一题的结论. 

26. 设 x 是可分的赋范 空间. 证明存在 {/„} 匚； T, 使得对任意: rex, 成立 

II *2： II — sup |/” Cz)| • 

"^1 

27. 用闭图像定理证 明：设 是 Banach 空间，： — Y 是线性算子.若对每 

个必有/。了 •，则 T 有界. 

28. 设 X，y 是赋范空间，X关 {()}• 证明若 B(X,Y) 是完备的，则 Y 是完备的. 
提示： 适当选取 /EX ' 若{%}是 y 中的 Cauchy 序列，考虑算子序列： T w Or) = 

fU ) y n UeX ). 

29. 设 E 是赋范空间 A： 的闭子空间，： r D 6XVE , 证明& =span(£：，z。） 也是； C 
的闭子空间. 

提示： 利用 Hahi^Banach 定理的推论. 

30. 设£:是赋范空间 x 的线性子空间，： r。ex 则当且仅当对任意 / ex' 
若/(又）= 0(: ce £), 则 /( x 0 ) = 0. 

31. 设 E 是賦范空间X的线性子空间，： r。 6 X. 证明 

d ( xo , E ) - sup{ |/(x 0 )|：/eX% ll/ll < 1， fdx ) = 0( x 6E)}. 
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提示： 利用 Hahn-Banach 定理的推论（推论 2.4.7). 

32. 设 E 是赋范空间 X 的线性子空间， 人 6 P ( n = l ,2, …），并且 siip ||/ J < oo . 

令 rcr ) = (/“工)，/ 2 ( 1 )，…）， • ref *. 证明： 

(1) T 6 BCE , r ), 并且 || r || = sup If /, ||. 

⑵存在 r ), 使得 t| e = 丁，并且 Ilf ii = ll tii . 

33. (算 子延拓定理）设 X 是赋范空间， E 是 X 的稠密的线性子空间， Y 是 
Banach 空间， T6 B(E 9 Y). 则存在唯一的 B(X 9 Y ) 9 使得 T \ £ = 7 '，并 
且 iif ll = ii Hi . 

34. 设 E 是赋范空间 X 的极大真子空间.证明要么£：是闭集，要么 E 在 X 中稠 
密. 

35. 设 X 是线性空间，，和/ 2 是叉上的线性泛函.证明 N (/0 = N (/ 2 ) 当且 
仅当存在 A 垆 0, 使得 / 2 = A /,. 

36. 设 X 是实赋范空间，八是乂中的闭凸集，并且0 任九 证明存在 / eX •和 
r 〉0，使得 fix ') ^ r(x 6 A ). 

37. 设 E 是实赋范空间 X 中的闭凸集， E^X. 证明 E 是 X 中的一族半空间的 
交. 

38. 设 A 是实赋范空间 X 中的非空开凸集， E 是 X 的线性子空间， Af|£ ： =0. 
证明存在使得 /(x) = 0 ( xeE ) 9 并且 /Oc) 〉 0(:ceA). 

39. 证明 （ R ”, IHU )^ ( R \ IMU ). 其中 

n 

II-rill = X) W ， II 工 11 的 =max \xi\ , a: 6R w . 

i ' s .1 l < i <« 

40. 证明 c 0 . 

41. 证明 c •三火 并且对任意 /e 。， 存在 a = (a 。， 七， 々，•••）6/ 1 ， 使得 

co 

fix ) = a 0 lima :” + Y ] a n x n , x = ( x ”）6 c . 

并且 11/11 = 11 a Ik . ^ 

42. 设 / Cr )=£: r “ 2 ) dr ， xeL 3 [0 ，U 证明 / eH 0， l ] •，并且利用共轭空间 
的表示定理计算 11/11. 

43. 设 a = a ⑴是 [ a ，6] 上的可测函数，1</»<00, p ' l + q - 1 = 1. 若对任意 

aU ) xit ) 在 [ a ，6] 上可积，证明 creL 9 [ ci ，6]. 

提示：对每个 n = 1，2,…，令 

/"(•r) — J x{Oa n ^t)dt ix ^ ： L p [_ayb]) ^ 

其中 a ” “) =a ⑴卽（《)• 利用共鸣 定理. 

44. 设 1 </>< oo , = 1. 证明对任意 ： c 61/0,6]， 
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IUII , 


sup < 


(OyiOdt 


y €： L q la 9 b '], ||^|) 9 < 1 


45. 设： ""](<) (”>1).验证在 l /[0， l ]( l </>< oo ) 中： r ” K ), 
但不强收敛于 0. 

46. 对于每个” =1，2,…，在 L l [0, l ] 上定义泛函 

/"(:)= ^ x (, t ) t n diti x — xii ) 6乙丨[0，1] 

证明入 €厂[0，1]'并且人 K ). 

47. 设 x 是赋范空间， x „， xex ， f ”， fex \ 证明若 aax ，/ W H /, 则 

/"(• r ”）— fix ) (n -► oo ). 

48. 设； C 是 Barmch 空间， A ,: ceX ， 人， 证明若 a I ：*:，/„ 上/， 

则 /„( x w ) /( JC ) (w — oo ). 

49. 证明若 PJlirn || x ,,||>|| x ||. 

50. 设 X ， Y 是 Banach 空间， T:X — Y 是线性 算子. 证明丁有界的充要条件是 
当：时， Tx n Tx . 

提示：充分性.利用闭图像定理 

51. 设 K 是赋范空间 X 的闭子空间.证明若 U ,} C ：£：, aU :。. 则: r ^£：. 

52. 设 A 是实赋范空间 X 中的闭 凸集. 证明若 UJCA ， a Ax 。. 则 

53. 设 X 是自反的空间， Uj c X . 证明若对任意 /6 X *, /(xj 收敛，则 
{ x „} 弱收敛. 

54. 设 X 是赋范空间， / B ，/6 X ", supll / JCoo . 证明若对 X 的某个稠密子 

集 A 中的元 x ， 有人 U )—/ U )， 则人」 〗二/. 

55. 设 {〜} 是有界数列，1 </>< oo . 试求： T •的表 达式. 这里 

T •• l p 一 l fi ， T(xi »j ：2 » •••) = (ffjXi ia 2 x 2 »•*•). 

56. 设 0< a < l . 试求： T 的表 达式. 这里 

r ： L 2 [ oa ] — l 2 [ o , i ], ( Tr ) ⑴ = xu °). 

57 •设 X , y 为賦范空间， T 6 B ( X , y >. 证明 N ( T -) = {0} 的充要条件是 

Wn = y . 

提示： 证明必要性时利用推论 2.4.7. 

58. 设为赋范空间， — y 是线性算子.证明若了将 X 的闭单位球 
5(0,1) 映射为 Y 中的列紧集，则丁是紧算子. 

59. 设 证明7’一 / p ， TX 。， j：2 ， x ”.”） =卜，+: r 2 ， j : r 3 ，…)是 

紧算子. 

60. 证明： r : C [0， l ] — C [0，1]，（ Tx ) ⑴= £： c(iOch 是紧 算子- 
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61. 证明 T:C[0，1] — C[0，1]，(Tx)(0 = txU) 不是紧算子 • 

62. 设 C ⑴ [a， 幻是在 [a,6] 上具有连续导数的函数的全体.在 C (1> U,6] 上定 
义范数 

|| j：Hi = max j:c(/)| + max | 工 ’ （之 ）1 ， x G C ⑴ [a ， 6] 

0</<i 0<i<l 1 • 

证明嵌入算子 J ••C a> [«,6]-C[a,6], Jr = z 是紧算子. 

63. 设为赋范空间， — Y 是紧 算子. 证明当时， Tx n -^Tx. 

64. 设X是无限维的赋范空间，： TeB(X ). 证明若: T 存在有界逆算子： T - 1 , 则 
了不是 紧算子（特别地，无限维赋范空间上的单位算子不是紧算 子〉. 

65. 设 X，Y 是 Banach 空间， dimy = oo . 证明若了 —Y 是紧算子，则 TXX) 关 K 

提示： 利用开映射定理. 

66. 设X是赋范空间， Y 是 Banach 空间， TeB ( X . Y ). 证明若 T* 是紧算子，则 
T 也是紧算子. 
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第 3 章 Hilbert 空间 


在第1章介绍的距离空间和赋范空间，程度不同地都具有类似于的空间结 
构.注意在 R " 上还具有向量的内积，利用内积可以定义向量的模和向量的正交.但 
在一般的赋范空间中，由于没有定义内积，因此不能定义向董的正交.内积空间是 
定义了内积的线性 空间. 在内积空间上不仅可以利用内积导出一个范数，还可以利 
用内积定义向童的正交，从而可以讨论诸如正交投影、正交系等与正交有关的性质. 
Hilbert 空间是完备的内积空间.与一般的 Banach 空间相比较， Hilben 空间上的理 
论更加丰富、更加细致. 


§ 3,1 内积空间的基本概念 

本节介绍内积空间的基本概念，以及在内积空间中的几个重要的等式和不 
等式. 

定义 3.1.1 设 H 为线性空间，其标量域为 K . 若对任意 : ca 都有一个数 

(: r ，： y ) GK 与之对应，使得对任意 x,yd 和 a , ^6 K , 满足： 

(1) 非 负性： （ m ) > 0, 并且 (a ： ,x) = 0 当且仅当 x == 0. 

(2) 共轭对 称性： ( y , x ) = U 7 y ). 

(3) 对第一个变元的线 性性： 

(ojc + fy ， Z) = a(x 9 z) 

则称函 数（《,*) 为 H 上的内积，称 U , W 为 工与: y 的内积.称 H 按照内积（•，•）成为 
内积空间. 

利用内积的共轭对称性和对第一个变元的线性性得到，对任意和 
成立： 

(1) C0 ， *r) =( 工 /0) = 0. 

(2) (x ， ajy) = a(x 9 y). 

(3) ix^y -f z) = ix^y) + (x,z). 

由于内积满足 （ 2) 和 （ 3), 称内积关于第二个变量是共轭线性的.若 H 是实线性空 
间，则内积是对称的，并且对两个变量都是线性的. 

定理 3.1.1 设 H 是内积空间. 

(1) 对任意 x , y ^： H 成立 
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|( x * y )| 2 ^ (, x -, x )( y 9 y ) (Schwarz 不等 式）. （3.1.1) 

(2) 令 || x || = v ^7^)( xeH ) 9 则|卜||是 H 上的范数，称之为由内积导出的范数 • 
证明 （1) 当：0时，式 （3.1.1) 显然成立，现在设 y 关0,对于任意的 A ^ K , 

0 < (：r + Ay ，工 + Ay) = (jt 9 x) + (x, Ay ) 十 C^y ， x) + C^y * 又 : y) 

= ( x 9 x ) H - 2 Re X (： r ，： y ) + ) A \ 2 ( y 9 y ), 

，• 

取;1=一^4,代人得 7^(( 工，工 )（： y ，： y )— \( x 9 y )\ 2 )^ o . 从而得到式（3丄1). 
(2) 显然 llxll = 0当且仅当 X = 0 9 并且 llaxll = \a\ | k ||. 利用 Schwarz 不等式 

得到 

t | j ： + y \\ 2 = (i + _ y，jr + _ y ) = ( x 9 x ) - f - 2 Re ( j ：,>») + ( y ? y ) 

^ (XfX) + 2 |Cx ， 3 ；)| H- (y 9 y) 

^ \\x || 2 + 2^/Cxyx) y/Xy7y) + W 2 = (IkII + ll ： yll) 2 . 

因此 lU ： + ^<||：d + MI . 这就证明了 II . II 是 H 上的范数. ■ 

设 H 是一内积 空间. 根据定理3.1.1， H 按照由内积导出的范数成为赋范空间. 
以后总是将内积空间按这个范数视为赋范空间.完备的内积空间称为 Hilbert 空间. 
利用范数的记号， Schwarz 不等式可以写为 

|(x,^)| ^ ll^ll Wy It (xfy^H), 

例 1 对任意 : c = (A ， : c 2 ， … 9 x „) ， y ，： y 2 ， … ， y n 、 6K n , 定义 

n 

Cx^y) = ^Xtyi. 

if l 

贝 ?)（•，•） 是 K " 上的内积.由这个内积导出的范数就是 K " 上通常的范数.由于 K ” 是 
完备的，因此 K ” 是 Hilbert 空间. 

例2 在 / 2 上定义 

oo 

( x 9 y ) = ^2 x n y H , x 9 y ^ l 2 - 

i»=l 

由 H 6 lder 不等式得到 

21 工”夕 」< (SW Z )M 2 ) 士 < °°. 

1 k= 1 it= I 

oo 

因此级数绝对收敛.这表明 U ，>0 的定义是有意义的.容易验证 （•,•） 是/ 2 

n= 1 

上的内积.由这个内积导出的范数就是 §1.3 中在 Z 2 上定义的范数.由于 Z 2 是完备 
的，因此 Z 2 按照这个内积成为 Hilbert 空间. 

类似地，在 L 2 (£)(£ :是 R ” 中的可测集）上定义 

( x 9 y ) = J x (0 y ( Ddt , x , y ^ L 2 ( E ). 

则 （•，•） 是 L 2 ( E ) 上的内积. L 2 ( E ) 按照这个内积成为 Hilbert 空间. 
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定理 3.1.2 设 H 是内积空间，则内积 U ,： y ) 关于两变元是连 续的. 即如果 
x n x 9 y „ -► y 9 则（工”，>„) — ix y y ). 

证明 由于丨收敛，故 Ud 有界. 由 Schwarz 不等式得到 

1( 工 《，： y ") — Cx,y)| = |( 工 》，: y ”> 一 (x w 9 y ) + («r« ，： y 〉一 （工， 

= \ ix n , y „ ~ + 

< II 工》 II 11 ： y » — ：y II 十 II 工”一工 II ll：y II — 0. 

因此 ( a ：”，％) —(： c ，： y ). ■ 

定理 3.1.3 设 H 是内积空间， 1 H 是由内积导出的范数.则对任意 x ,： yeH 成 
立 

\\x+y\\ 2 + \\x^y\\ 2 = 2( lk || 2 + b || 2 ). (3.1.2) 

这个等式称为平行四边形公式.当 H 是实空间时成立 

ix , y ) = ~^( lk +： y || 2 — IU — 3^11 2 ). (3.1.3) 

当 H 是复空间时成立 

(工， y ) = 士 十: yll 2 — Ik 一: yll 2 + i l|x + i ^|| 2 — i|U — i ^|| 2 ). (3.1.4) 

式（3丄3)和式 （3.1.4) 称为极化恒 等式. 

证明 对任意: c，：veH 

■十: y ，* T + ： y ) = (: r ，: r > + ( x ，： y ) 十（: y ， a :) + (: y ，： y )， 

(x — y^jc — y ) == ( xyx ) — ix ^ y ) — ( y , x ) + 

两式相加即得式 （3.1.2). 两式相减得到 

(工 + 7 ，工 + y)— (工 一 _y，:r — _y) = 2[(j ：， y) + (yd) ]• (3.1.5) 

当 H 是实空间时， Cr ，： y ) = ( y 9 x ), 由式 (3 丄 5) 得到式 (3.1.3). 当 H 是复空间时， 
在式 (3.1.5) 中将: y 换为 iy , 并且两边乘以 i ， 得到 

i(:r 十 i ： y ， a : + ijy ) — i(«r — iy 9 x — iy ) = 2 [(: r ， y ) — （； y ，: c ) ]• (3.1.6) 

将式（3丄5)、式（3丄6)两式相加即得式 （3.1.4). _ 

Schwarz 不等式，平行四边形公式和极化恒等式非常重要，在内积空间的理论 
中经常用到 • 其中平行四边形公式在 R 2 中就是熟知的几何 定理. •平行四边形的两条 
对角线长度的平方和等于四边长度的平方和，如图 3.1.1 所示. 

注1由定理 3.1.3 知道，若 X 是一赋范空间，则其范数可以由 X 上的一个内积 
导出的必要条件是， X 上的范数满足平行四边形公式.反过来可以证明，若 X 上的 
范数满足平行四边形公式，则可以在 X 上定义一个内积，使得由这个内积导出的范 
数就是 X 上原来的范数（参阅参考文献 [1]). 
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关于内积的极化恒等式可以推广到一般的双线性泛函 • 

定义 3.1.2 设 H 是内积空间， K 是定义在 f / XH 上的泛函•若 
对任意 z ,： yeH 和成立 

( p(ax Py yz) = atp ix ， z 、 + 译平 iy ， z 、 ， 

( p^XfOy - \- pz ) — a<p ix 9 y ) + fi ^>( x ， z ). 

则称 P 是 H 上的双线性泛函. 

注意，当 H 是复空间时，双线性泛函 〆 关于第二个变量 y 并不是线性的， 
而是共轭线性的. 

例如，设 A ://— H 是线性算子，则 〆 : r ，： y ) = (Ar , y ) 是 / i 上的双线性 泛函. 
定理 3.1.4 设 H 是复内积空间，史 Oc ，： y ) 是 H 上的双线性泛函.则对任意 
sc 9 y ^ H 成立 

< p ( j ： 9 y ) = - j -[ 9?(x + y 9 x-h y ) — — y 9 x — y ) - i - 

[< p(x + iy 9 x + i « y ) — upix —- iy，x — ijy )]. (3.1.7) 

证明在式(3丄4)的证明中，将内积 ( x ，： y ) 换为 9( x ，： y ) 即可得到式 （3.1.7) 的 
证明._ 

推论 3.1.5 设 H 是复内积空间， — H 是线性 算子. 则对任意工，: yeH 成 

( Ar ，，） = - y [( i 4 (x -h y ) , x + y ) - ( A(x — y ), x — y ) -\- 

i ( A(x + iy ) , x + iy ) — i ( A(x — iy ) ♦ x — \ y )^. (3.1.8) 

证明 对 < p ( x 9 y ) = CAx . y ) 应用式（3丄7)即得. ■ 

上述的式 (3.1.7)、 式 (3.1.8) 两式也称为极化恒等式. 

推论 3.1.6 设 H 是内积空间， A 和 B 都是 H 上的线性箅子. 

(1) 若对任意 LryeH 成立 （ Ar ,： y ) = ( Bx 9 y ), 则 A = B . 

(2) 若 H 是复空间，并且对任意: cGH 成立 ( Ar ,: r > = 则 A = J 3. 

证明 （1) 由假设条件推出 

((A — B ) x y y ) = 0 Cx 9 y ^ H ). 

令 : y = (A — B ) x ， 代入上式得到 
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(( n , ( a - b ) x ) = o ueH ). 

因此 (A — B)x = 0. 从而 Ar = Rrix ^ H ) , 即 A = 凡 

(2) 由式（3.1.8)知道(如，^)完全由型如(士，：2：)的内积确定.因此由假设条件 
推出，对任意 • roeH 成立 ( Ar ，： y ) = ( fir ，： y ). 由结论（1>即知结论 (2) 成立 • ■ 

§ 3.2 正交投影 


3.2.1 正交性 

在化中我们已经熟悉两个向量正交的 概念. 设: r ， ry 6 R M . 若 ( x ，： y ) = 0,则称 x 
与 J 正交. 类似地，在内积空间中也可以定义向董的正交，从而可以讨论向最的正 
交分解和向量在子空间上的正交 投影. 

定义 3.2.1 设 H 是内积空间. 

( IV 设 x , y ^ H . 若 ( JCJ ) = 0，则称 x 与: y 正交，记为 x 丄: y . 

(2) 设 M , NeH . 若对任意:和 yeN ， 都有: r 丄: y ， 则称 M 与 N 正交，记 
为 M 丄 N . 特别地，设若: c 与 JV 中的任意向量正交，则称 x 与 N 正交，记为 
•T 丄 iV . 

关于向量的正交有以下简单事实： 

(1) 设:若 J ： 丄 2：，： y 丄2：，则 ( M +办）丄 Z ( a ，尽 6 K ). 这由内积关于第 
一个变量的线性性即知. 

(2) : r 丄 : r 当且仅当 : c = 0. 事实上， x 丄： c ㈡ （: r ， x ) = 0 ㈡： r = 0. 

定理 3.2.1 (勾股公式）设：^，而，…，是 H 中的《个两两正交的向量，则有 

II 工 1 + 12 + …+ A II 2 = II A 1 | 2 十 || 工 2 |1 2 + …+ || 工《 1| 2 . 

若进一步每个: C , # 0,则 A — 是线性无关的. 

证明 由于: Cl ，工2，…， X ，是两两正交的，当；> j 时， (^ CifXj ) = 0,因此 

w n n 

II 工 1 + 工 2 + …+ 工 ” II 2 = ( 2 工 ” ^2 X j)— 

# = 1 J ^ 1 i |^*= I 

=II 工 1 II 2 + II 工 2 II 2 + … + || 工 ” IP. 

现在进一步设每个 x , # 0■若 a Y xi 十 a 2< r 2 +… + ar „ x n = 0，则 

a^Xi.Xi) = (ffjxi +Qr 2 :r 2 + …+ w,) = 0. 

由于 U ，, o ：.)>0, 故〜 =0 (f = 1,2,…， ”)• 这表明々，工 2 ，…， 是线性无关的 .■ 
设 M 是内积空间 H 的非空子集.称 H 的子集 

UeH: 工丄 M} 

为 M 的正交补，记为称 ( M 丄）丄为 M 的二次正交补. 

关于正交补有以下 性质： 
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(1) M 丄从丄，并且 M fl iVf 丄 c {0 h 

(2) 若 JW C N ，则 N 丄 CIM 1 . 

(3) Mi 是 H 的闭线性子空间. 

(4) M 1 = (M) 1 = span(M) 丄 . 

以上结论的证明留作习题. 

设&和£ 2 是内积空间//的线性子空间.若对任意 x 6 H ， ： r 可以唯一地分解 
为 x = x ,+ a , 其中 私 ， A 则称 H 可以分解为&和^的直和，记为 
当&丄£ 2 时，称这种分解为正交分解.我们将要证明一个重要的 
正交分解定理.为此先证明一个最佳逼近元的存在性定理 • 

定理 3.2.2 设 H 为内积空间，£是尺中的完备的凸集.则对任意必存 
在唯一的 z 。 eEy 使得 

II 工一工 0 II = inf ||x —y [|. 

这样的 X 。称为: C 在£中的最佳逼近元. 

证明 存 在性 . Ed = in £|[ r — Ml ， 则存在 UdCZE 使得 = 汰由 

y€E tr*oo 

平行四边形公式有 

II x m + x n — 2x II 2 + II — 工 „ II 2 = 2(11 x n — aril 2 +11 x tn — x || 2 ). 

因此 

II x m — 工 ” || 2 = 2 (1| - x || 2 + 11‘ 一 x II 2 ) - 4 | H — 七 一工 | 2 • (3.2.1) 

由于 £： 是凸集，故 ? w -|- w 6£：> 从而 \ \\>^ 由式 （3.2.1) 得到 

II X m — x n II 2 < 2(11 x n —x\\ 2 -Hll x M — XII 2 )— 4/ 今 0(7?7，w — oo). (3.2.2) 
这表明 < 4 } 是 Cauchy 序列.由于 £ 是完备的.因此存在:*：。€£：使得 A — x 。. 于是 

|| x — J： 0 II = lini !| x — || = d. 

n—CO 

唯 一性 . 设： C 。 ，使得 II 工一 工 。 II = II 工一 ： y。11 = 乂 在式 (3.2.2) 中将 :c „ 和 
工 „ 分别换 为為和 火，则该不等式仍然 成立. 因此 

|| 工 0 — 3» 0 1 卩 < 2 (II X 。一 or II 2 + II 夕❶一工 II 2 )— 4d 2 = 44/ = ()• 

这表明工。= ： y 。. ■ 

引理 3.2.3 设 E 是内积空间 H 的线性子空间，：若: r 。 是:*:在£ 
中的最佳逼近元，则 （: r —: r 。） 丄尺 

证明 记3 = ^1门|:*:一34设||0：—々|| = 乂任取不妨设 z 关 0. 对任 

>€E 

意又 6 K ， 由于 工。+义之€£^， 因此 • 

/ <lk — 工 0 — Azll 2 = ||x~x 0 || 2 ~2Re A(x-x 0 ； z)+ |A| 2 Ikll 2 . 

令义=代人上式得 
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d 2 ^ \\x — J"oll u - 


2 |(x —j 0 ,z)| 2 \jx — x 0 ,z)\ 


Ikll 2 


Ikil 2 


2 \{jo — x 0 ,z)\ z 

d 


这说明（工一 x 0 »«) ~ 0, 即 （:c — : r。） 丄这就证明『（工一文。）丄 £• ■ 

下面的正交分解定理是 Hilbert 空间中的一个基本定理. 

定理 3.2.4 (正交分解定理）设 H 为 Hilbert 空间，£:是 H 的闭子空间.则对任 
意 xew，x 可以唯一地分解为工=: co + a , 其中换言之， h 可以 
分解为 

H = E ® E L . 

证明 因为 H 是 Hilbert 空间，£:是 H 的闭子空间，所以 E 是完备的凸集•根 
据定理 3.2.2, 对任意存在工。€£，使得 IU — X 。 || = inf || x -^ ll . 根据引理 

3.2.3， X — x Q 6£^ x . 令工 1 = x — x 0 f 则=工。 + j：i 就是所要的正交分解 • 

再证明分解的唯一性.设 I 可以分解为: tsjcd + x , =却+对，其中 X 。， X^Ey Xi , 
x ’ iGE 丄•则一方面工。 一 工⑷仏另一方面: c 0 — W = o ： i — * r 】 因此 ( j :。一:^) 丄 
( x 0 — x r 0 ). 这说明 x 0 =工' 0 ,从而 Xi = xl . ■ 

例1 (最小二乘法〉 H 是内积空间， x,Xi j — y x n ^： H . 试求72个数1 ，a 2 ，…，，使 

得 x —土 ] a ; || 取得最小值. 

• = 1 

不妨设 A ，尤2，…， A 是线性无 关的. 令£ = spanh ，: C2 ，…， •!„)• 则 E 是 H 的 

n 

完备子空间.根据定理 3.2.2, 必存在唯一的: c。 = ^ a iXi eE , 使得 IU —_r。 II取得最小 

1 = 1 

值.由引理 3.2.3 知道此时 (: c — 工。）丄 £• 这等价于 ( x — 工。 ， a ^〉 = 0 (_;• = 1，2,…， w ) ，即 
ixo ^ xj ) = ( x , x i )0* = 1，2,…， /!>• 这说明 cri ， a 2 ，…， a ,， 应满足代数方程组 

n 

2 a i * x i ) =( 工，工 ,）， j = 1 ， 2，•••，?!• 

i»l 

由于使得 — 取得最小值的心是唯一的，上述方程组的解是唯一的，因此方程 

组的系数行列式不为零.因而 


(•Tl ^X\ ) … 

(x, Xi ) 

… (o： w yX\ ) 

(Xi ,X 2 ) … 

• 

(x 9 x 2 ) 

• 

… （ : c "，：） 

♦ 

• 

(xi ，: C ”） … 

• 

• 

… (x„,x n ) 


…= T ： -:- : -:- : -： = l ，2，-..， w . 


(X) * 工 1 > 

… (Xi ) 

… (x n ,JT,) 

( 工 1 ，工 2) 

拳 

… (x, 9 X 2 ) 

• 

… (X n fX 2 ) 

籲 

• 

( 工 1 ， 1») 

畢 

… (x, f x n ) 

• 

… （ JC„ ， or„)! 


定理 3.2.5 设 H 为 Hilbert 空间，£:是 H 的线性子空间 ，则: 
(1) E 丄丄 =E. 特别地，若£:是闭的，则£：』」= £• 
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(2) £:在 H 中稠密当且仅 {0}. 

证明 U ) 由于 I ^ E 1 , 故而是闭集，从而反过来， 
S ^ e ^ lx . 由亍 B 是闭子空间，根据正交分解定理，2 可以分解为文=办+力.其 
中工 0 eE， 文I €■£ 丄 CE 丄.由于 jc 6：£ ± j •，因此 *T 丄之卜于是 

(xi ,Xl ) = (x — x 0 ,x\) = (mi 〉一 (x 0 ) = 0. 

因此工 〗=(). 从而 i = x 。6 它.这表明因而 £ U =£. 

(2) 根据正交分解定理， H 可以分解为 H ㊉ E 1 . 由于 £ i =(£) 丄.因此 
在 H 中稠密 ㈡ E == H ㈡ （£)丄={0> ㈡ £ 丄 = {0}. ■ 

3.2.2 投影算子 

设 H 为 Hilbert 空间， E 是 H 的闭子 空间. 根据正交分解定理，对任意 z 
可以唯一地分解为 ： r = : r 。 +々， 其中： *:。6£：, ^ eE l . 称 x 。 为: c 在£：上的（正交） 
投影，记为匕二（图 3.2,1 是 R 3 中的情形）. 



由投影的定义知道当且仅当 :reE： 时， PeX ^ x . 又当且仅当时， P E x = 0. 
例2 设 H 为 Hilbert 空间， ^,e 2 ,-, e „ 是一组两两正交的单位向量， 
E = spanUi , e 2 ^- e n ). 由于£：是有限维的，故£是闭子 空间. 现在求 P E :c 的表达 

式.由于 （e"q) — (Sa = 1, ^ — 0 C / ^ y )) ,对任意 x€H， 记 a：。 = (x，c ^) e,-. 
则 A 对每个 j = 1，2,…，〜有 

» n 

( x 09 ej ) = (2(工，4)。，6)二 2( 工 ，幻如，心） =(工， 〜）. 

i=i 

因此 (X — 々，々 ）= 0. 由于 £* 中的元都可以表示为 q ， e? 2 , …， ei 的线性组合，因此对 
任意 > 6五有 （尤 一 Xo »3^) = 0, 从而 (j ： 一 j: 。） 丄令 : c! = I — x 0 * 则 z = X 。 + o：i 就 

是I 关于£的正交分解.因此尸£文= J：。 = 

1 = 1 

定义 3.2.2 设 H 为 Hilbert 空间，£:是 H 的闭子空间.称映射 
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P E :H — £, 

x ^ P E x 

为 H 到£：的投影算子，称£为投影算子的投影子空间 • 

定理 3.2.6 设 H 为 Hilbert 空间，£是只的闭线性子空间，尸=匕是//到£ 
的投影算子.则： 

(1) P 是有界线性算子. 

(2) IIPII = 0或者 1. 若 £ # {0} ,则 IIPII = 1. 

证明 （1) 设 x , y ^： H , 则有： r = :r 0 + jc, ，：y = ：y。 + %，其中 ，> > 

y \ 丄.于是 x + y = x 0 y 0 aoi y } * 其中 a y 0 x x -f y \ 6五丄，故 

Pioo -|- 3 ;) = jo 0 -\- y 0 = Pjc Py, 

类似可证 P(a) 因此 P 是线性的.由于: r。 丄： T】 ，故 IM 2 slkl+lkl. 

于是 || Px \\ = ||X 0 ||< |U||. 因此 P 是有界的，并且 || P|| < 1. 

(2) 若 £：= {0}， 则 P -0. 此时 IIPII = 0 . 若 E ， {0}，则存在 使得 

Ik II = 1. JWJ IIPII >HPx|| = ||x|| = l . 又已证 IIPII <1，因此 IIPII =1. ■ 

定义 3.2.3 设 T 是 Hilbert 空间 H 上的线性 算子. 若 T 2 = 丁，则称 r 是幂等 
的.若对任意 x,：yeH, 成立（: nr,y) = ( x 9 Ty ) f 则称了是自伴的. 

定理 3.2.7 设 P 是 Hilbert 空间 H 上的线性算子.则 P 是投影算子当且仅当 P 
是幂等的和自伴的. 

证明 必 要性： 设 P 是 H 到£:的投影算子.对任意:由于 PzeE ， 故 
P 2 x = P ( Px ) = Px . 因此 P 是幂 等的. 对任意： r，：y 它们可以分解为 

X = x Q -\- Xx ,y = y 0 y x y 其中 x 09 y 0 Jo% ^y\ 于是 

(Px y y) = (x 0 ， : y。+ ：yi )= ( 工 o ， ) = (j : 0 -\-J0 ] 9 y 0 )= ( 工 ， Py )• 

因此 P 是自伴的. 

充 分性： 对任意: rGH， 由于 P 是幂等的和自伴的，因此 

llPxll 2 = ( Px , Px ) = (P 2 x,x) - (Rr，or) <||Rr|||k||. (3.2.3) 

故 ||Px||<lkl |. 因此 P 是有界的并且 ||P|| <1. 令£=以(7-尸），其中/是尺上 
的恒等算子，则£：是闭子空间.对任意工可以分解为 ; t = P:r + (x —Rr ). 由 
于 

( / — P)Px = Px — P 2 x — Px 一 Px = 0, 

故 PxeN ( I - P )= E . 由于 P 是自伴的，容易知道 / — P 也是自 伴的. 对任意 vGE， 
由于 （J 一 P)：y = ：y — Py = 0,我们有 

( x — Px y y ) — ((/ — P ) x , y ) — (j:, (I — P ) y ) = 0. 

由于: yG£ 是任意取的，上式表明 O — P:r) 丄 E. 这就证明了 Rr 是: T 在 E 上的投影. 
因此 P 是投影算子. ■ 

在给出下面的定义之前，先注意一个 事实. 设 T 是 H 上的自伴算子，则对任意 
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(〔 Tr ，: r ) 是实数.这由下面的等式知道， 

(Tx , x ) — ( x * Tj :) = (Tx 9 x ). 

设 A 和石是 H 上的自伴 算子. 若对任意成立 ( Ar ，: c )<( fir ，: r )， 则称 
A 小于或等于 B ， 记为 A < B . 

定理 3.2.8 设匕和 是两个投影算子.则以下几项是等 价的： 

(1) P E < Pm . 

(2) ||P^II<llPMx||(xeH). 

(3) £ CZM . 

(4) P M P E == P E . 

(5) P E P M = P Em 

证明 （1)>(2) •若 P 是一投影算子，则对任意:有 

\\Px\\ 2 — (.PXyPx) = iP 2 Xyx) = (Px,JC)(x6^). 

若则对任意 xew ， 有 

\\P E x\\ 2 = (P E x,x) < (P M J ： f x) = \\P M x\\ Z . 

(2)令（3). 若 xeE ， 则: c . 于是由勾股公式有 

|| PMxtl 2 - hllx - P M ^! l 2 = Ik || 2 = || P ^|| 2 <|| P ^ x || 2 . 

故 o ： — P M ：r = 0，从而 P M x = x . 因此 x ^： M . 这表明 E CM . 

C 3)=>(4). 设£匚^ 则对任意: P E j ： e £： C = M ， 故 = P r o ：. 因 

此 PmPe ^ 

(4>=>(5) •设 P M P E = P E . 则对任意 x,yeH, ^ 

UVP M> r ，： y) = (P M x,P E y'> = (.x,P M P E y) = (x,P E y) = (P E x 9 y). 

由推论 3.1.6, 这蕴含 P E P M P E . 

(5) X 1). 设 P E P M = P E . 则对任意工 eH , 有 

( P E u ) = llhxll 2 = || P e P m x || 2 <|| P m x || 2 - ( P M x ,^). 

此即 ■ 

设 P E 和 Pm 是两个投影箅子，若 E 丄 M ， 则称与 P M 正交，记为 P £ 1 P M . 
定理 3.2.9 设 Pe 和是两个投影 箅子. 则以下几项是等 价的： 

⑴ Pe 丄 

( 2 ) P e Pm = 0. 

(3) P E + P M 是投影算子. 

证明 （1)0(2). 设丄尸 M . 对任意 j ： eH ， P M xeM 9 因此 Pmx 丄于是 
PeP m x = P E (P M x) = 0,此即 P E P M = o . 

反过来，设 hPM = 0. 则对任意: r 6 M ， P e x = P £ ( P M x ) = 0. 这表明 X 丄 E . 
因此£：丄 M 从而/%:丄 P M . 
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(2) ㈡ （3). 设 = 则对任意 jr ，： y 6 H ， 有 

(, P M P E x , y ) = = ( x » P e Pm y ) — 0. 

由推论 3.1.6, 这蕴含 P M P f = 0. T ^ CPe + Pm ) 2 = P 2 e + P 2 m = Pe + Pm . 这表明 
心+匕是幂等的.显然 + Pm 是自伴的，因此 h + 是投影•算子. 

反过来，设匕+ /^是投影算子.则 P £ + Pm 是幂等的，故 

Pe + Pm = (P £ + Pm ) 2 - Pl + PePm + P m P e + P z m 

= Pe + PeP m + Pm 尸 e 十 Pm 

于是 

P fPm + PmP £ ^ 0. (3.2.4) 

上式左乘和右乘得到 ’ 

PM PmP £ = 0, P e P m P E - f - P M P £ = 0. 

这说明 PeP m = P m Pe . 再由式 （3.2.4) 即得 P E P M = 0. ■ 

定理 3.2.9 对有限个投影算子也是成立的.即有限个两两正交的投影算子之和 
是投影算子.下面的定理表明对一列投影算子的情形也是成立的. 

定理 3.2.10 设是 Hilbert 空间 H 上的一列两两正交的投影算子，则对任 

OO oo 

意工 en ， 级数收敛，并且& = 是投影算子. 

1=1 ?«] 

n 

证明记由于 { P ,} 两两正交，根据定理3.2.9,每个 Q „ 是投影算 
1=1 

子. 由于{厂丨的正交性，对任意: rGH ， 是一列两两正交的 向量. 由勾股公式 
得到 

2 11^ II 2 = 2 p i x \ = IIQn^II 2 ^ IUII 2 < 00 (w ^ 1). (3.2.5) 

»=1 : -1 1 

C 3 Q 

令 „ — oo 得到 E IIP^II 2 <oo . 于是 

C -1 

tft 2 rn 

llQ«.x — Q „ x || 2 = PjX = 2 11^^11 2 -*■ 0( n,m -► oo ). 

因此 { Cij ：> 是 Cauchy 序列. 由于 H 是完备的， { Q r , j ：} 收敛.令尸 :c = \ imCl , joC jc ^ H ) . 
由共鸣定理的推论知道，尸是有界线性 算子. 对任意有 n ~ 

(Pa:,jy) = limCQ^,^) = lim(x,Q„^) = (x,Py) , 

故 P 是自 伴的. 由于 { P ,} 是两两正交的，当时， Q m Qn = Q n9 于是 
{ P z jc 9 y ) = ^ Px 9 Py ) = lim ( Q„x , Q ln x ) 

w.n-*-co 

=lim ( Q fll Q„x — Iim ( Q n jr , x ) = (Px 9 y ) 9 
因此 P 2 = P . 这就证明了 P 是投影算子. ■ 
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§3.3 正交系 


3.3.1 规范正交系 

设 H 是71维内积空间（例如 R M 或 C”）， ^，^，…，匕是只中的一组两两正交的单 
位向量，则…，〜是线性无关的.因此对任意: r6H，x 可以唯一地表示为 

X = Xier, -f- x 2 e 2 H - h 

容易算出 A = ( x ， ei、 ， i = 1，2,…， w . 因此上式可以写成 

N 

x = 2 )e,. (3.3.1) 

«-i 

这启发我们思考，在一般的内积空间是否有类似的 结果. 显然，当内积空间是无限 
维时，我们必须用一列两两正交的单位向量代替上述的_••，〜• 

以下若无特别申明，均设 H 为内积 空间. 

定义 3.3.1 设 {ej 是 H 中的有限集或可列集.若当 i 关）时， ^ 与心正交，则 
称为正交系.若进一步对 每个〜 都有 lkll = 1，则称为规范正 交系. 

由于以下我们主要讨论无限维空间的情形，因此以下若无特别申明，均表 
示由可列个向量 6 N} 构成的规范正交系. 

例1 ^ ，&， •“， 是 R’ 1 中的一个规范正交系，这里 

— (1 ，0,…， 0) ，= (0，1，0,…， 0) ，…，4 = (0，...，0，1). 

又如， : n>l } 是 P 中的一个规范正交系.这里 

e „ ― (p， …， 0，1 ，()，•••）， n = 1，2,…. 

' V ^ 

ft 

例2 考虑实空间 L 2 [0,2 x ]. 容易验证函数系 

f 1 cosjc sinx COS72X sin/u: | ~ 

(及，7^，万，…，了，7, …) （ 3 . 3 . 2 ) 

是 L 2 [0,2<] 中的规范正交系. 

此外，在复空间 L 2 [0,27t] 中，函数系 

{^ eba 0, 土 1，±2广」 

是一个规范正交系. 

设是 H 中的规范正交 系，： rew . 设对某个标童序列成立: r == 乏.记 

I 

n 

Ci€i * n = 1，2，.' 

则 •relimh. 注意到 (e ,， q ) = 对每个 j = 1，2,…，由内积的连续性得到 
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(工，~) = lim (〜， 6) = 卜 lim 9 ej ) = Cj . (3.3.3) 

«-CO J ==l " 一，二 I 

因此我们给出如下定义. 

定义 3.3.2 设是 H 中的规范正交系， 0 T 6 H . 称 

( x 9 e „) (n = ] ，2,…）， 

oo 

为 0 ： 关于 {e H 丨的 Fourier 系数.称级数 ( x , e „) e n 为 :r 关于 } 的 Fourier 级数. 

1 

下面我们要讨论，在什么情况下，级数收敛？当级数收敛时，是否 

II s1 1 

收敛到二 

定理 3.3.1 设是 H 中的规范正交系，则对任意: cGH , 有： 

oo 

(1) Bessel 不 等式: 2]|(x ， eO| 2 < lk]| 2 ; 

(2) lim ( x » e n ) = 0. 

n 

证明 （1) 对任意 1, 令^ l = 我们有 

n n 

(o: 一 6 n ， 5„) = (x — ^ (x,e,)e,, ^ (x 9 ei)ej ) 

i=«1 j^l 

it n 

= 2 (z ， 幻）（工，〜）一 Z(x ， q) (x ， e ; ) = 0. 

>»1 #=l 

因此 (: t 一〜)丄利用勾股公式得到 

Ik II 2 = IU 〜”|| 2 +| k || 2 = lk -5 j | 2 + J ) |( K )| 2 . (3.3.4) 

因此 <=l 

rt 

2 1(:, 均 )1 2 = IWI 2 — IU < !WI 2 . 

/=*1 

令 n — oo 即得 （1). 由于收敛级数的通项收敛于零，由 （1) 即知 （2) 成立.鼸 

若 { ej 是例2中实空间 L 2 [0,2 it ] 的规范正交系，则由定理3.3.1(2)得到，对任 
意 / eL 2 [0,27 r ] 成立 

f 2 * f 2 * 

lim f ( x)cosnrdx = 0, lim /(ar)sinnxdz — 0. 

fi^oo J o J 0 

以上两个等式称为 Riemann - Lebesgue 引理. 

在后面我们将得到 Bessel 不等式成为等式的充要条件. 

根据 Bessel 不等式， 若“ = Cr ， e „) (« 彡1 ) 是： r 关于规范正交系 { O 的 Fourier 
系数，则 

OO oo 

2 l c «i 2 = 2 1( 工，〜 )l 2 < wi 2 < °°. 
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反过来，下面的定理表明，若 H 是完备的， {C,,} 是一数列，并且满足 k」 2 <oo, 

n=l 

则 {c„ } 是某个 x ^： H 关于 { e „} 的 Fourier 系数. 

定理 3.3.2 ( Riesz - Fischer ) 设 { 4 丨是 Hilbert 空间 H 中的规范正交系•若 
是一数列并且满足 

co 

2 kl 2 <cx>, (3.3.5) 

，《■ 1 

wo 00 

则级数收敛.若记工= X ) Cne - » 则 = ix , e n )(.n > 1). 

i»=l 1 #=^ 1 

证明 对任意自然数《，令〜=由勾股公式和条件 （3.3.5), 对任意 

i=i 

w > ??,我们有 

nt m 

IU' M — 5 fl || 2 == 2 c * e « 2 = 2 l c “ 2 —0 ( m,n -► 00 ). 

i = »+l f = w +1 

故 U } 是 H 中的 Cauchy 序列.由于 n 是完备的，故 u 丨收敛.这表明级数 

n*« 1 

00 

收敛 • 设 x = y]c H g w 由式 （3.3.3) 知道 = ( u „)(« > 1). ■ 

1 

推论 3.3.3 设 {〜} 是 Hilbert 空间 H 中的规范正交系.则对任意.沒仏 x 关于 

oo 

} 的 Fourier 级数乏] ( x 9 e „) e n 收敛. 

!»■ 1 

OO 

证明 由 Bessel 不等式， E 2 < Ud 2 < °°.再根据定理 3.3.2 即知级 

n— 1 
00 

数是收敛的._ 

•»-» 1 

co 

由推论 3.3.3 知道，若 H 是完备的，则对任意： ceH ， 级数是收敛 

OO OO 

的.但是未必一定收敛于 X . 为保证收敛于 x, 必须满 
足进一步 W 件. 

3.3.2 正交系的完全性 

定义 3.3.3 设{。丨是 H 中的规范正交系. 

(1) 若对任意 .reH, 成立 

oo 

x = 2 (工，《《)〜 

• H-r 1 

则称{^}为 H 的一个规范正交基. 

(2) 若 H 中不存在非零元: r 与所有^都正交（即= {0}) ，则称 {‘} 是完全 
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的. 

下面的定理是 Hilbert 空间理论的基本定理之一. 

定理 3.3.4 设是 Hilbert 空间 H 中的规范正交系.则以下儿项是等 价的: 

(1) 是规范正交基，即对任意:成立 

09 

> 1=1 

(2) 对任意 ：*：€/•/， 成立 Parseval 等式 

oo 

11^ II 2 — 2 1( 工， 6)| 2 . 

■ ■ V 9 = 1 

(3) span { e ? w } = H . 

(4) {a} 是完 全的. 

证明（1)=>(2).设托从对每个正整数《，令 X ；( x ^ ( ) e ( , 由假设条件, 

—1 

成立 x == lirm „. 利用范数的连续性和勾股公式得到 

Ik II 2 = lim ||sj | 2 = lim^] |(^,^,)| 2 — Y] |(x,e,)| 2 . 

一 —,--i 7 TT 

n 

(2) =>(3). 对每个正整数 w ， 令 ^ 则 \ 6 span { e „ } •利 

用式 (3.3.5) 和假设条件，得到 ’ 

Ik — 5„|| 2 = \\ x \\ 2 — 2 |( x ， e ,)| 2 —0 ( n '-^ oo ). 

1 = 1 

这表明 xGspan {^„}. 因此 sjJan { e „} = H . 

(3) =>(4). 设: reH 并且 (: c ， e „) = 0(”>1). 由假设条件，对任意 e >0, 存在 

ft 

y = espan { e n } 9 使得 ||工 一： y || < £• 显然 （* r ，： y ) = 0. 由 Schwarz 不等式，我 

<•—1 

们有 

II:" 2 =( 工，工 ）= ixyx — ： y) < Ikll II — y II < e Ik II. 

由 e >0 的任意性知道 ||： r || = 0. 因此 : t = 0. 这表明 { q } 是完全的. 

oo Co 

(4) =>(1). 设工 eH . 由推论 3.3.5, 级数 [ 是收 敛的. 记夕 =^(^)4. 
由内积的连续性，对每个> =1，2,"•，有 

霣 n 

(.y^ej) — lim( ^ (a: , e,) ^ , ej ) — lim Y] 

,-=i i-i 

因此 (: y — 工，心 ）= 0(_/ = 1，2,…） • 由于 { e „ } 是完全的，因此 x = ： y . ■ 

例 3 设 U n } 是例 2 中的实空间 L 2 [0,2tt] 中的规范正 交系. 现在证明 { en } 是完 
全的 • 由定理 3.3.4, 只需证明 ^ p _ an{^U = L 2 [0,2t:], 即 [0,2tt] 上的三角多项式的全 
体在 L 2 [0,2tt] 中 稠密. 在定理 1.4.10 中我们已经证明，多项式函数在 L 2 [0,2tt] 中是 
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稠密的.因此对任意/€/> 2 [0,2<|和£>0,存在 [0,2 tt ] 上的多项式函数 pU ), 使得 
Wf - P \\ 2 < j - 由数学分析知道，存在三角多项式/>。(之)，使得 lip — />。11 2 <音.于是 

11/ — Po II2 ^ H/ 一 P II2 ~h \\p Po II2 <C 

这说明三角多项式的全体在 L 2 [0,2 k ] 中稠密.因而是完全的.根据定理 3.3.4, 
对任意 / eL 2 [0,2<], 成立 




sinnx \ siny^r 


其中 


1 1 

= 1) -f — 7 i [(/t cosnx)cosnx -f (/, sirmx)sinnr] (3.3.6) 

lt= 1 
00 

= 专 + y] (a B cosyix + b n sinru:). 

n =» 1 

1 1 f 29C 

<in ~ — (/，cos ruo) = 一 /(x)cos nxdz* n = 0, 1 , …， 

穴 丌 」 o 

1 1 (* 2w 

b„ ——— （/，sin nr ) ——— f(x)sin nzdx^ n = 1 ， 2, … • 

穴 n Jo 


Parseval 等式变为 

r |/(x)|2dx ^ |(’， 表 )| 2 +§(|(’， 


cosyir 

4 tz 


( ，， f) 


=+ + b 2 n ). 

注意式 (3.3.6) 中的级数是按照 L 2 [0,2tu] 上的范数收敛的.这就是说，若将式 (3.3.6) 
右端的级数的部分和记为 S n (x), 则式 (3.3.6) 表示 

lim [ |/(x) — 2 dr = 0. 

It-^oo J 0 

这与数学分析中的 Fourier 级数的逐点收敛是不同的. 


3.3.3 Gram-Schmidt 正交化方法 

前面的讨论都是在给定规范正交系的前提下讨 论的. 下面我们考虑规范正交系 
的存在性和构造 方法. 一个规范正交系必须是线性无关的，但是一列线性无关的向 
量未必是规范正 交系. 通过下面介绍的 Gram-Schmidt 正交化方法，可以从一列线性 
无关的向量构造出一个规范正交系. 

定理 3.3.5 ( Gram - Schmidt ) 设 { x „，《> l } 是内积空间 H 中的一列线性无关的 
向量.则存在规范正交系{〜，《>〗},使得 

span{^,- 91 ^ i ^ n) — span{ j:,- 9 1 ^ i ^ ri} 9 n = 
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span { e » ,n — 1，2,… } = span{ » w = 1 *2♦ •••}. 

证明我们用归纳的方法作出由于线性无关，故•令 
yi = x x y e x = n ^ li ，则 span{e,} = span{x!}. 假设 q ， e 2 ，…， ki 已经选定，使得 

ll^i II 

q ， e 2 ，…，是两两正交的单位向量，并且 

span{ei , e 2 »••• } = span { ， x 2 ，…， }• 

n-l 

令 ％ = x ” 一 则： v „ # 0. 否则 JC ” 6 span{ei ，€? 2 , …，丨，从而 

*=] 

x n ^ span { xj ，龙 2 ，…，:^ }_ 这与: c !， x 2 , x * 线性无关矛盾.当 1 时， 

n — 1 

(: y ”，~)= (工 „， ej ) — 2 (工”， e «)( e « ，〜）~ (工”，心） 一（ 工”， 々）= 0. 

f^l 

令 A = 则 (I G II = 1， 0« ，〜） = 0(1 < 7 ^ n — 1). 故 { q ， e 2 ,••• ye n ) 是规范正 

交系.并且 

span { e , ,1 ^ ^ = span { jc n *^,(1 ^ i ^ n — 1)} — span { x f ,1 < f < n ). 

由此得到 spank , £彡1} = spanU ，《>1}. 因此 { e „> 1} 满足定理的要求. ■ 
推论 3.3.6 可分的 Hilbert 空间必存在完全的规范正交系. 

证明 设 H 是可分的 Hilbert 空间，则 H 存在一个可列的稠密子集 { a }. 设 
:^是{^}中的第一个非零 向量. 设：, x ‘， 已经选定，使得它们线性无关. 
设是 { x „， n > w *} 中的第一个与 ： r 〜，，…，工&线性无关的向暈.如此进行，得 
到了 {心}的一个线性无关的子集{：^}.再用 Gram - Schmidt 方法经过正交化，得到 
规范正交系{^}.由定理 3.3.5 和 { a } 的稠密性，我们有 

span {^„} = span { j ：^ } = span { x „} = H . 

根据定理 3.3.4, { g } 是完全的，_ 

定义 3.3.4 设 / Ji 和 H 2 是两个内积 空间. 若存在 一一 对应的映射了 — H 2 , 
使得: T 是线性的，并且 

CTx 9 Ty ) — Cxyy ) ) , 

则称 Hi 与 H 2 是同构的. 

显然两个内积空间之间的同构是等距同构. 

定理 3.3.7 可分的 Hilbert 空间必与 K B 或 P 同构. 

证明设 H 是可分的无限维 Hilbert 空间. 根据推论3.3.6,在 / J 中存在完全的 
规范正交系:” = 1，2，〜}.根据定理3.3.4,对任意 x 可以表示为 

oo 

x = 2 ( xye „) e N . (3.3.7) 


作映射 


T •• H l z , x ►-*•( Cx 9 e] ) * ( 工心 ），••）♦ 
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显然了'是线性的.对任意: c ，： y 6 H , 利用式(3.3.7)，我们有 

oa it 

(Tx ^ Ty ) — ( jTf ^) (： y ， e , ) = lim ^ ( x » e t ) (: y ， e ,〉 

i_i 妒〜 

n n 

=lim( 2 (: ， e,)e, ， Y] ) 

”一 00 /-i 卜 i 

oo co 

= (2( x ， A)c ， y] (: y ， q)gj )= (x y y). 

i-ti y»i 

即丁保持内积不变，因而也保持范数不变，从而是一对一的.由 Riesz - Fischer 定理 
知道了是映上的.因此 H 与 P 是同构的.当 H 是有限维时，是有限集.此时只 
要将式 (3.3.7) 中的级数和改为有限项求和，即可证明 i ■/与 K ” 同构._ 

§ 3,4 Riesz 表示定理伴随算子 

本节先证明 Hilbert 空间中的一个基本定理 —— Riesz 表示 定理. 这个定理给出 
了 Hilbert 空间上有界线性泛函的一般 形式. 然后定义伴随算子并且讨论自伴算子. 

3.4.1 Riesz 表示定理 

引理 3.4.1 设 H 为内积空间.对任意:令 

/(工）= ( x 9 y ) ( x 6 H ). (3.4.1) 

则/是 H 上的有界线性泛函，并且||/|| = bl |. 

证明 由内积关于第一个变元的线性性知道/是线性的.由于 

|/(工)| = l (:，： y )| < IWI lb > II ( xGH ), 

因此/是有界的，并且 U / ll < lb 4 若 : y = 0, 则 /=0. 此时11/11 = b 卜 0. 若: y 关0, 
令工。=贝! 111 為 II = 1，并且 

|/(:。)卜 = ll ^ ll . 

因此 ll/ll > l /(^ o )| = \\ y\l 所以 ll/ll = Wl . ■ 

当 // 是 Hilbert 空间时，引理 3.4.1 的逆命题也是成 立的. 即 H 上的有界线性泛 
函都具有式 （3.4.1) 的 形式. 这就是下面的 Riesz 表示定理. 

定理 3.4.2 ( F . Riesz ) 设/是 Hilbert 空间 H 上的有界线性泛函.则存在唯一的 

使得 

/(x) = (x6H). 

并且 ll/ll = bll . 

证明 若/=0,只需取 y = 0 即可. 设/关 0. 令 £ = N (/). 则£:是 H 的 
闭子空间.由正交分解定理 ， H = 由于/关0,故£:关 H ， 从而•乒 {0}. 
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于是存在之€£：丄，使得不妨设 1U11 = 1. 由于 Eflf ： 丄={0}，故 K ， 即 
/ U ) 关 0. 令 ：y = 7^ y 之， 贝！对任意工 eH ， 由于/卜一 ^^=0,因此 

工一 ^ z6£ .于是 

0 = ( x- / S z ^)= (工， y ) - (傷 2 , 

=(艾 ，30 — /(工）（之，之）= (. x ^ y ) — fix ). 

从而 /( x ) = Cr ,： y ) CreH ). 由引理 3.4.1 知道||/|| = |卜|1.若还存在％ 6 H 使得 

/ Cx ) = (. x ^ yi ) ix ^ H ) y 

则对任意 xGH 有 （ x ，： y ) = ( x ,^ i ) * 即 （： c ，： y — : yi ) = 0. 这表明 y ^ yi . ■ 

设 H 是 Hilbert 空间， W 是 H 的共轭 空间. 对任意: y 6 H , 令 

/ y ( x ) = ( x , y ) , x ^： H . 

由引理 3.4.1，/, eH ' 作 H 到 hr 的映射丁••: v —/ y . 由 Riesz 表示定理，丁是映上 
的，并且 

ll^yll = ll/yll = Wyh y € H . 

即了是保持范数不变的.因而是一对 一的. 对任意: y ,,： y 2 eH 和 a ， 沒 GK ， 我们有 
/”,+ 办 2 ( 工） = ( 工 ， 《：yi + 办 2) = SCroO 十及 (u 2 ) 

= o) +^/> 2 (x) - Gf y ' d 2 Ux 、， x6H. 

因此 -«/>, +^ fy 2 . 此即 

r ( a：yi - \-^ y 2 ) = aTy ^ +^ Ty 2 . 

即丁是共轭线 性的. 综上所述，了：•是一对一映上的，共轭线性的，保持范 
数不 变的. 我们称了为 H 到 H •的复共轭等距同构 算子. 

注意，当 K 是复 Hilbert 空间时 ， H 与 H •并不是等距同构的， 因为上述映射 r 
是共轭线性的，而不是线 性的. 但当 H 是实 Hilbert 空间时， H 与是等距同 
构的. 

3.4.2 伴随算子 

在 §2.8 中，我们对赋范空间上的有界线性算子 A , 定义了与4联系的一个算 
子，即 A 的共轭算子 • 对于 Hilbert 空间上的有界线性算子 A , 我们可以用不同的方 

式定义一个与 A 联系的算子- A 的伴随算子.为定义伴随算子，先作一些准 

备 工作 . 

定义 3.4.1 设 H 是内积空间 ，乂 H — K 是定义在 H X H 上的双线性泛 
函.若存在常数 c >0 使得 

l9>(x,^)|<c!Ull ||y || (x,^eH), 
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则称炉是有界的.当史有界时，称II判= sup{ i^U,^)|*lk||< 1，MI < 1} 为9的范 
数. 

容易证明，双线性泛函9有界当且仅当 P 关于两个变元是连续的，即当 A — 工， 
% — 时， 工 ”， yd — < p ( x f y ). 

设 A 是 H 上的有界线性算子，容易知道 Why) = (Ac ，3；)是 H 上的有界双线 
性泛函.下面的定理 3.4.3 表明，当 H 是 Hilbert 空间时， H 上的有界双线性泛函都 
是这种形式. 

定理 3.4.3 设 H 是 Hilbert 空间，史是 H 上的有界双线性泛函.则存在唯一的 
使得 

( p (, x y y ) — (Ax 9 y ) ( j ： f y ^ H ) 9 

并且 l|A|| = IM. 

证明对任意： cew , 令 /( y) = 9( 工,: y)(：yeH)， 则/是 H 上的线性 泛函. 由 
于 

|/( ： y)| = |^(x ，： y)|< IMIk" lb»ll (: yeW ， 
因此 / 是有界的并且 11/11<|| 艸 11^11. 由 Riesz 表示定理，存在唯一的 feH 使得 
/(y) = (: y ， x/)( ： y6H ) ，并且 llx'll = 11/11 . 定义算子 H H, Ax ^ x\ 则有 
< p ( x ^ y ) = fiy ) = Cx ^ y ) = (Ax 9 y ) ( x ^ y ^ H ). (3.4.2) 

利用式 (3.4.2) 容易验证 A 是线性的.由于 

II Ar || = IkMI = ll/ll < 11^1 !Ik II ( x ^ H ) 9 


因此 A 是有界的并且 ||A||<|| 9 II. 另一方面 

|9(1，3；)|= |( Ar ，： y)j < llArlllljy II < IIAII 1 U ll：y II ( x ，3；6 H ). 

因此 MKIIAII , 所以_ = 11炉11.存在性得证.若还存 SAieBCH)， 使得对任意 X, 
y^ ： H, 成立 (p{x y y) == {AxXyy') ,则对任意 有 (Ax f y) = {A x x^y), 由推 

论3.1.6,这蕴含 A = 唯一性得证， ■ 

推论 3.4.4 设 H 是 Hilbert 空间. 则对每个存在唯一的， 

使得 

(Ax 9 y ) = ( XfBy ) ( x 9 y ^ H ). 

证明令 〆: y,z) = (wArMxjeH). 则 f 是 H 上的有界双线性泛函.根据 
定理 3.4.3, 存在唯一的 BeB(H ), 使得 9(：y，:r) = (By 9 x)U 9 y€H) t 于是 

(Ax 9 y) = <p(y 9 x) = (By^x) = (x 9 By)(x 9 y ^： H). ■ 

定义 3.4.2 设 H 是 Hilbert 空间， AeB(H). 根据推论 3.4.4, 存在唯一的有界 
线性算子，将其记为 A' 使得 


(Ax 9 y) = (x 9 A "y) (jr ， y6W. 


称>^为 A 的伴随算子. 
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注1 设 H 是 Hilbert 空间，在§ 2.8 中和这里分别定义了 A 的共 
轭算子和 A 的伴随算子.虽然它们都用表示，但它们的意义是不同的.下面分析 
它们之间的关系.这里将 §2.8 中定义的 A 的共轭算子暂记为由 §2.8 中共轭算 

子的定义，八/是/^上的有界线性算子，使得 

/( Ar ) = A 7 U ) ( x 6 H , /6 H # ). 

设了是 H 到 H •的复共轭等距同构映射.则对任意： r ，： yeH , (7>)0)= 
fyC ^ r ) =( x , y ). 因此对任意 有 

(TA»(x) = (x ， A •: y) = (Ar ，： y) = (T^KAx) = (A^yXx). 

由 iGH 的任意性得到 A ' 丁: y (:因此 

TA* = A f T , 或 A- = T - l A f T . 

上式可以用如图 3.4.1 的交换图表示. 


A* 


T 


//- 


A 1 


II 

T 

7 T 


图 3.4.1 

若 H 是实 Hilbert 空间，则 H 与 H • 等距 同构 . 此时若将 H 与 H • 不加区别，则也 
可以将 A • 与 A' 不加区别 . 

今后在 Hilbert 空间中，： T 总是表示： T 的伴随算子 . 

例 1 设 A ， e 2 ， … ，是 K” 的标 准基 . A :K" — K” 是由矩阵 U ,>)_ 确定的线性 

算子. 设 A •相应的矩阵为(\〉《><«•由于= 2 a ^ ek 0 = 1，2，•••，”），因此 

*«1 

ft 

(Ae J 9 ei) = ^a h (e k9 e { ) 1 ， 2 , … ， w). 

类似地， dq，e,) = 6 l：f (f，j = 1，2,…，?2)，于是对 f，）= 1，2,…， n 有 

厶 ,> = (AV”a) =： 9 Ae { ) — CAe { 9 ej) = » 

这表明 A • 是由矩阵的共轭转置矩阵确定的 算子 . 这与 §2.8 中例 1 的结果是不 
同的 . 在那里 A • 是由矩阵 ( 心）的转置矩阵确定的算子 • 

例 2 设 K(s ， 0 是矩形 [ a ， 6]xU,6] 上的平方可积函数 . 在 L 2 [a,6 ] 上定义算 
子如下 

(Ac)(5) = J K (s 9 t)jo{t)dt 9 x6i- 2 [«*^]. 

则 A 是 L 2 [> ， 6] 上的有界线性算子 • 现在求 A* 的表达式 . 令 (A* ： y)( s ) == 以 5 ).利用 
Fubini 定理，对任意 x6h z O,6 ]， 我们有 
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[ x(i) 2 ：(iOcU = (x,A*y) = (Ar ,y) 

J a 

= f (J K Csjt)x(t)dt^y(s)ds = J (J K (,s,t)xCt) yisyds^jdt 
=j* x(^) [ K (5,0^(5)did^ = [ jo is) f K (t f s)y(t)dtds, 

J a J a J o J a 

因此 ^(5) = j' Kjt,s)yU)dt. 所以 

(A*3?)(5) = J K it^s)y{0dt, y^ ： L 2 [a,6]. 

读者可以将这里的结果与 §2.8 中例 3 的结果进行比较 . 

定理 3.4.5 设 H 是 Hilbert 空间， • 则： 

(1) (A + B)^= A # +B* ， （aAT = aA* (a6K). 

(2) = A. 

(3) (AB)*= B-A'. 

(4) ||A-|| = IIA|| = ||A*A||i. 

证明 （ 1) 对任意 a ： , ： yeH ， 有 

((A + D)x<,y) = (Ax, 3 /) + iBx^y) = (:r ， A*;y) + (x*B # 3 ») 

=(x ，（ A* -j- B" )y ), 

(aAx f y) = a(x^A m y) = (jc, aA *y) 9 
因此 （A + BV = A*+B* ， (aA)- =SA*. 

(2), (3) 对任意： c, ： y6H ， 有 

(A*x 9 y) = (jr,A"x) ― (Ay f x) = (x,A.y) , 

(ABx ， 3 ；) == (Hr,A» == (a:,B # A». 

因此 A”= A, (AB) B = B m A m . 

(4) 对任意 : c6H ， 有 

IIAcll 2 - (Ar,Ac) = (x,A-Ar) <||x|! j|A-||||Ar ||， 

因此 ||Ar II < ||A* llllxll ， 从而 || A || < IIA-II. 由此又得到 IIA1 < ||A1 = || A || •故 
IIA-|I-I)A ||. 由于 

IIAxI 卜 (Ax,Ax) = (x,A # Ax) <||A*A|| ||x || 2 ， 

因此 IIA|| 2 <1|A*A||. 另一方面， ||A-A||<||A*|IIIA|| = ||A || 2 . 因此 \\A || 2 =||AM||. 

■ 

注意，若八 * 表示 A 的伴随算子，则 (aAK =SA*(aeK). 这与 §2.8 中共轭 
算子的性质 (aA ) • = aA • (a 6 K) 是不同的 . 

定理 3.4.6 设 A 6 B(fO. 贝 IJ 


N(A) = RCA 9 )-L, R(A) = N(A* )-L. 
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证明 设工由于对任意 : yeH ，（ Ar ， ;y) = (x ， A » ，因此 
x^N(A) <=> V (Ax , 3 ;) = 0 

㈡ V y^：Hj (x,A^) = 0 

㈡ K 只 ( A ” 丄. 

因此 AKA) = 利用第一式和定理 3.2.5 得到 

N ( A )- L = i ? ( A * ) 丄丄 = R ( A m ). (3.4.3) 

由于 = A ， 将式 （ 3.4.3) 中的 A 换为 A ， ，得到 ■ 

3.4.3 自伴算子 

定义 3.4.3 设 A 是 Hilbert 空间 H 上的有界线性算子.若八* = A ，则称 A 是 
自伴的. 

根据定义， A 是自伴的当且仅当 

(Ax f y) = (x f Ay) (x 9 y^H). 

这与 §3.2 中自伴算子的定义是一致的. 

例3由例1知道，若 A : K "^ K tt 是由矩阵 (％)„ X 11 确定的线性算子，则氺是由 
矩阵 ( 心 : 确定的线性算子.因此 A 是自伴的当且 仅当％ = 巧 （“ 1，2,…，《)，即 

矩阵(七）…是厄米特 ( Hermite ) 矩阵.又如，例2中的算子 A 是自伴的当且仅当 

K ( t 9 s ) = K ( s 9 t ) , ( a “ e [ a ，6]). 

定理 3.4.7 设 A 是复 Hilbert 空间 H 上的有界线性 算子. 则 A 是自伴的当且仅 
当对任意 ( Ar ， x ) 是实数. 

证明 若 A 是自伴的，则对任意有 ( Ar ，: r ) = Cr , Ar ) = ( Ar , x ). 因 
此 ( At , i ) 是实数. 

反过来，设对任意 x 6 H , ( Ax ， x ) 是实数.根据推论3.1.5,有极化恒等式 
(Ax,y) = -^-[(A(x + > X-)- y) — (A(jc — y) , J ： — y) + 

i(A(a: + iy ), 工 + i^) — i(A(x — i^) , x — iy)]. 

在上式中交换: c 与 y 的位置得到 

(Ay^x) = ~^[(A() + x) , y-\- x) — (A (: y — x) , y — x) 

i(A(y + Lr) ， 3; + ix) — i(A(;y — ix) , y — Lr)]. 

由于对任意 （ Ar ，: c ) 是实数，因此以上两式右边的内积都是 实数. 从而 
Re ( Ar ， 3 ») = Re ( Ajy ， aO . 同时 

(ACx H - iy) * x + iy) = (iA (: y — Lr )， i ( y — ix)) = (A (: y — i ： c ), (: y — ix ))， 
x — iy) =： (—L4(^f + Lr) ， 一 i ( 夕 + i ： r)) = (A(y -f ix ) f (: y + ix)). 
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以上两式表明 lm(Ar，：y) Im(A：y ， x ). 因此 

(Ar,^y) = Uiy , x ) = 

因此 A 是自伴的. ■ 

定理 3.4.8 设 H 是复 Hilbert 空间，则 P 是投影算子当且仅当 

|| Px|| 2 = (Px f x ) ( x £ H ). 

证明 若 P 是投影算子，根据定理3.2.7, P 是幂等的和自伴的.因此对任 
意 

l | Px|| 2 = (Px , Pr ) = ( P 2 Xfx ) = ( Pj ，《 r ). 

反过来，若对任意成立 || Px|| 2 = ( Rc ,: r ), 则 （ Px ,: r ) 是实数.由定理 3.4.7 知 
道尸是自 伴的. 令义=户 2 — P , 则 A 是线性算子，并且对任意:成立 
( Ar > x ) = CP z Xyx ) — (Px * x ) = (Px > Px ) — || Px || 2 = 0. 

由极化恒等式得到 ( Ac ,： y ) = OU，：y 因此 A = 0. 于是 P 2 = P . 因此 P 是幂 

等的和自伴的，从而 P 是投影算子. _ 

定理 3 A 9 设 H 是复 Hilbert 空间， A eB ( H ) 是自伴算子，则 

\\ A \\ = sup |( Ar ，: c )| = sup |(Ar , x )|. (3.4.4) 

NKl M=i 

证明 记厂= sup |( Ar , x )|. 对任意 x6H ， 当||工||<1时，由 Schwarz 不等式 
IW1<1 

得到 

|(Ac ^)| < llAx I! ||x || < ||A|| |U II 2 < II A II. 

因此/ *<|| A 1 |. 反过来，对任意: reH , 当时 ， \^A ~ 9 •即 

|( Ar , x )|< r\\x || 2 . (3.4.5) 

由于 A 是自伴的，对任意 jrjeH 有 

(A(x + y) ， x-r y) — iA{x — y) , x ^ y) 

= 2[(Ar,y') + (A：y，x)] 

= 2[( Ar ，30 + (: y ， Ar )] (3.4.6) 

= 4 Re ( Ar ， y ). 

对任意 1 ， 3 / 6 只，利用式 (3.4.5) 和 （3.4.6) 得到 

|Re(Ar ,：y)| < f (Ik + ：y|| 2 + II工一資）< | (IWI 2 + W 2 )• 

当 lkl !< 1, Ar 关 0 时，令则卜 1 . 代人上式得到 

HArll = ( Ar , y ) = Re(Ar , 3 /) < + ||^|| z )< r . 

因此 1 IA |1< 〜 从而 imi = r _ 即式 （3.4.4) 的第一个等式成立.由于 
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sup |(Ar *x)| ^ sup ^ SU P KAr »x)| ^ sup |(Ar， jt)| • 

IU8<1 x ^ o.MKl III II IW 卜 1 WKl 

因此式 （3.4.4) 的第二个等式成立 • ■ 

定义 3.4.4 设 H 是 Hilbert 空间， A € B ( H ). 

( 1 ) 若 AV \ = AA - ,则称 A 是正规 算子. 

(2) 若 AVV = AA * = J ， 则称 A 是酉 算子. 其中/是单位算子. 

显然，投影算子，自伴算子和酉算子都是正规算子 • 

例如，设 A 是上述例 1 中由矩阵 (七） … 确定的线性算子.则 A 是正规算子，酉 
算子分别相当于矩阵 … 是正规矩阵和酉矩阵. 

定理 3 A 10 设 H 是复 Hilbert 空间 ， A •则： 

(1) A 是正规算子当且仅当 liAxll = || A ^ x ||( xeH ). 

( 2 ) A 是酉算子当且仅当 A 是等距同构算子. 

证明 （ 1 ) 利用推论 3.1.6 知道 

A*A = AA * ㈡ Vx6H , ( A * Ar ， x ) = ( AA # x , x ) 

㈡ \f 9 (Ax *Ar) = (A m x 9 A m x) 

㈡ V = || A*x ||. 

因此 A 是正规算子当且仅当对任意: t GH, II Ac II = ||A-x||. 

(2) 若 A 是酉算子，则对任意 xeH , A ( A * x ) = ix = x . 这表明 A 是映 上的. 
并且对任意: ceH 有 

||Ar|| 2 = (Ax,A t) = (A"Ar,x) = (Ijc yx) — ||x|| z . 

因此 A 是等距同构算子.反过来，设 A 是等距同构算子.则对任意 x6H ， 有 
( A # Ac f x) = (Ar » Ar ) = || Ax|| 2 = || x|| 2 = (Lr , x ). 

利用推论 3.1.6 得到 A A == J . 由于 A 是映上的，对任意存在:使得 
y = Ar . 于是 

AA "y = AA # (Ar) = A(A*A)x = Ar = y. 

因此 A 4*= J . 这就证明了 A 是酉算子. ■ 

例 4 设# [ a ， 6 ]. 在 L 2 1 >， 6 ] 上定义算子 Ar = e ~. 则是酉算子.事实上， 
A 是一对一映上的，并且对任意，有 

II Ax || 2 = |e^x(^)| 2 dr == [ |j:(«)| 2 df = \\x\\ 2 . 

a J a 

因此 A 是等距同构算子.根据定理 3.4.10, A 是酉算子. 

也可以直接证明 A 是酉算子.事实上，容易算出 A \ = e ~^ r . 因此 AV \ = AV =U 
故 A 是酉算子. 


习题3 


1 . 证明 当户关2 时， P 和 L P [0,1] 上的范数不能由内积导出. 



126 ------ - - -泛函分析 

2 •设 HAn - 1,2,…）是一列内积空间•令 

oo 

H = { a : == = 1，2,… •） ，2 II 2 < 00 }• 

*•=1 

在 H 上按坐标定义加法和数乘使之成为线性空间，并且定义 

oo 

(( A )，( y «))= 2(工.，％〉• 

- 

证明 （•,•） 是 H 上的 内积. 当每个是 Hilbert 空间时， H 是 Hilbert 空间. 

3. 称 Banach 空间 X 是一致凸的，若对任意 0< e <2, 存在$=扒0>0,使 

得当 || 工|1 = || 1 ，||文一时，必有 l^^ll <1 —炙证明 Hilbert 空间是 

一致凸的. 

4. 设 H 是实内积空间，： roeH . 证明若 llz + yll 2 = HWP + ll ： yll 2 , 则 z 丄％举 
例说明当 H 是复内积空间时，这个结论不成立. 

5. 设 H 是内积空间， x ^ yeH . 证明丄: y 当且仅当对任意 A € K 成立 

H 工 + 义 : y II = II 工一又 ： y 1 L 

6 . 设 〆 x ，： y ) 是内积空间 H 上的双线性泛函，并且 k (: c ，: r ) l < c | k|| 2 U £ H ). 
证明对任意 x 9 yeH , W | f Oc ，： y >| < 2 c \\ x\\[\yl 

提示：利用极化恒等式和平行四边形公式. 

7. 设 H 是 Hilbert 空间，£：, ,£ 2 是 H 的闭子空间，并且£：,丄£ 2 .证明6+^ 
是 H 的闭子空间. 

8 . 设 H 为 Hilbert 空间，： T 是 H 上的线性算子.证明若对任意 o :， 3 ； € H 成立 
( Tx . y ) = U , T ： y ), 则 T 有界. 

提示：利用闭图像定理. 

9. 设 M 是内积空间 H 的非空子集. 证明： 

(1) M L 是//的闭线性子空间. 

(2) M 1 = ( M ) 1 = span ( M ) i . 

(3> 若 H 是 Hilbert 空间，则 M ^= span ( M ). 

10 . 设 H 是 HUbert 空间，£是只的线性子 空间. 证明若 H = £ : ㊉ 则£是 
闭子空间. 

11 •设 E 是 Hilbert 空间 H 的闭子空间，： reH . 证明 

cHjc . E ) = sup { |( x ,. y )| :: >^6£丄 ， W = 1 }• 

提示：存在工 0 eE , 使得 II || = dU , E ). 

12 •在 Z 2 中求 M 丄，并且求 P M x 的表达式.其中 

M — {x - X — (Xi yXz »••• ,x„ ,0, •••) }. 

13. 设妨= 1，1] ••/ 是偶函数}.试求 M 丄. 

14. 设 £：= j /6 L 2 [0, l ] :在 [0, 上 / = 0 a . e . j . 证明： 
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(1) E 是 L 2 [0，1] 的闭子 空间. 

(2) ( P E /)(0 =/ ⑴:^ 

15. 设 H 为 Hilbert 空间， E 是 H 的闭线性子空间， P 是 H 到£：的投影算子 ， J 
是 H 上的恒等算子.证明 

R ( P ) = N (/- P ), N ( P ) = RU - P ). 

16 . 设 P , 和 P 2 是投影算子，证明 PiP 2 是投影算子当且仅当 P , P 2 = P2P1 . 

17. 设 { P „} 是 HUbert 空间 H 上的一列投影算子，并且 朴 ^” = 1,2,…） • 
证明对任意 xeHy 极限 limP # 存在，并且 P:c = limP rt x 是投影算子 • 

H-^OO 

18. 设是实数，满足6 2 = a ( l — a )， P 是由矩阵 A = 广 ) 确定的 R 2 

\b 1 一 a ! 

上的算子.证明 P 是投影算子.并且求 P 的投影子空间. 

19. 设£：是内积空间 h 中的规范正交集.证明对任意工 e 付，数集 
{(• r , e ) weE } 中至多只有可列个不为零. 

20 . 证明可分的内积空间中的规范正交集至多是可列的. 

21 . 设是内积空间 H 中的规范正交系. 证明： 

co 

(1) 对任意 x ，： y6H , 有 |^]0：<)^7^|<1|0：|| lly II . 

1=1 

(2) 若{6 „}是尺的规范正交基，则对任意有 

co 

( x ，： y ) = 2 ixyei ) 

I-I 

22 . 在 l 2 中指出一个由可列个元构成的不完全的规范正交系. 

23. 证明 Legendre 多项式 L „(: r ) = ^ ^ ( x 2 — 1)”（《 = 1，2,…）是 

L 2 [- l , l ] 中的规范正交系. 

以下设 H 是 Hilbert 空间 . 

24. 设是 H 中的规范正交系， E = spanUJ . 证明对任意: t6 H ， 

00 

Pex = 

i=l 

25. 证明 { sirmr ，1，2 ，… } 是 L 2 [0 ， <] 中的完全的正交系. 

提示：设 j ^/(: c ) simu:dx = 0 (n = 1，2,…），将 fix ) 延拓为[一〜 上的奇函 
数，证明 /=0 a . e . 

26. 设（6>和卜4 都是规范正交系，并且一<|| 2 <1.证明若 {〜} 是完全 

«=» 1 

的，则也是完 全的. 
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27. 设 { d 是 H 的规范正交基， T 6 B ( H ), 并且 SE KTe i 9 ej ) l 2 < oo 9 证明 

>=1 

T 是紧算子. 

28. 设: 证明 ： —x 当且仅当: r „ 并且 IkJI - llxll . 

oo 

29. 设 {%} 是 H 中的正 交系. 对任意:级数 ^；(: r ， y ) 都收敛，证明 

r«l 

oo 

X) iiy.ii 2 < °°. 

1=1 

ft 

提示：对每个 n ， 令 i n = 2^. * /„(工）=(工，•则/„ 6 H # . 利用共 

.-=1 

鸣定理. 

30. 设 U n } eH , 对任意 y 6 H , Um { y 9 x n ) 存在. 证明存在唯一的 x ^ H y 使得 

co 

对任意:有 lim (: y ， x „) = (: y ，* r ). 

31. 设 { A „} 是有界数列 ， T : I 2 — i 2 ， T ( x 19 x 29 -) = a , x l9 A 2 : r 2 ，…） • 

(1) 求丁*的表 达式. 

(2) 证明： T 是自伴的当且仅当 { A n } 是实数列. 

32. 设丁： jL 2 [>，5] — L 2 0,6]， ( Tx )( t ) = txdt ). 证明 丁是自 伴的. 

33. 设 A : JL 2 (— oo , oo )^ L 2 (- oo , oo ), ( Ar ) U ) = x(t + h ) 9 其中 A 是常数. 
求 A •的表 达式. 

34. 设 {〜} 是 H 的规范正交系， { A n } 是有界数列.在 H 上定义算子 


Tx = y ^ J X n ( x i e „) e n . x ^ H . 

n=l 

证明 ：（1) 了是 有界线性算子 •（2) 了 是自伴算子当且仅当 {AJ 是实数列. 
35. 设 H 是复 Hilbert 空间， A 证明 A + A* = 0当且仅当 

Re(Ar 9 x ) = 0 


36. ^ TeB(H). 若存在 c >0 使得 |(Tr,x)|>c|kl| 2 UeH)， 则称: T 是正定 
的. 证明正定的算子存在有界逆算子. 

提示： 由所给条件可以得到 ||Tr||> c ||x||(x6H). 利用逆算子定理. 

37. 设 || A || <1. 则 < x:Ar = x }= { x -- A K a : = x }. 

38 •设 H 是复 Hilbert 空间. 证明对任意 A e , A 可以唯一地分解为 
A = A , + iA 2 , 其中 A" A 2 都是自伴算子. 

39. 设 J 是 H 上的自伴算子，并且存在 c >0, 使得 ( J : r ,: c )> c ( m ) GreH ). 
令 

< x , y > = ( Jx , y ) Cx , y ^： H ). 


证明：（1) <•，•>是 H 上的内积， H 按照新内积成为 Hilbert 空间. 

(2) (//，<•，•>)上的有界线性算子 A 是自伴的当且仅当 /A = A - J f 其中力•是 
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A 在 （ H ， （•，•））上的伴随算子. 

40. 设是 H 的规范正交基， TeB ( H ). 证明： T 是自伴算子当且仅当对任意 
m 9 n , 成立= (6*„， 7 V W ). 

4 1 . 设： res ( H )， a f ^ eK , |«| = i/?i = i . 证明 aT +/ rr _ 是正规 算子. 

42. 设： r 是正规算子.证明对任意正整数 n , 有 || T "|| = ||T|r. 

提 示：利 用等式 IITII 2 = IIT * TIU 先证明对任意正整数々，有= || T || 2 \ 
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第4章有界线性算子的谱 


在线性代数课程中，我们已经熟知有限维空间上的线性算子或矩阵的特征值理 
论.本章讨论的有界线性算子的谱理论，是有限维空间上线性算子特征值理论在无 
穷维空间上的推广和深化.线性算子的谱理论是算子理论的一个重要组成部分，该 
理论在微分方程和积分方程理论中有广泛的应用.本章介绍线性算子的谱理论的基 
础知识. 

§4.1 有界线性算子的正则集与谱 

4.1.1 可逆算子 

设X是-个赋范 空间. 用 B(X) 表示X上的有界线性算子的全体. iKX) 按算 
子范数成为一赋范 空间. 对任意定义 A 和 B 的乘积算子 如下： 

( AB^x = A(Hr) (x6X). 

则 AB 6 B(X) ，并且 || AB|| < || A ||||B ||. 

注意，对于一般不成立 AB = 8A, 即算子的乘法不满足交换律. 
若 AB = ,则称 A 与 B 可交换. 

定义 4,1.1 设X是一个赋范空间， AeB(X). 若 A 是一对一的，映上的，并且 
A* 1 有界，则称 A 是可逆的. 

根据逆算子定理，若X是 Banach 空间， AeS(X). 则 A 可逆的充要条件是 A 是 
一对一映上的. 

定理 4.1.1 设X是赋范空间， AeB(X). 则 A 可逆当且仅当存在 BGiKX), 
使得 AB =凡4 = 这里/表示； C 上的单位算子. 

证明 设 A 是可 逆的. 令 S = A- 1 , 则 BeB ( X ), 并且 AB = BA ^ L 
反过来，设存在 Be^(X)， 使得 AB = BA = J .若 Xi 9 X2 ^ X f Ax I = Ar 2 , 则 
x i — BAx\ — BAxz = x 2 . 因此 A 是 一 对 一 的. 对任意 令 j : = jB；y ，则 Ar = 

AB：y = ly = y, 这表明 A 是映 上的. 因此 A - 1 存在.对任意 

A~'x = A - l (AB)x = (A - 1 A) fix = Hr. 

因此 A- 1 = 这表明 A- 1 是有界的，从而 A 是可逆的.圈 

推论 4.1.2 设X是賦范空间， A,B6B(X). 
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(1) 若 A 是可逆的，则是可逆的，并且 ( A — 广 1 = A . 

(2) 若 A ， B 是可逆的，则 AB 是可逆的，并且 ( A 3 )q = B- l A~\ 

(3) 若 A 是可逆的，则 A 的共轭算子 A ■是可逆的，并且 (> T 广 1 = ( A - 1 )*. 
证明 （1) 显然 • 

(2) 设 A，B 可逆，则 A — 1 ， B~ l eBCX), 于是 B — 并且 

(B-'A-'XAB) = B - UA - 1 A)B = B~ l D = /, 

(ABXn 1 ) = A^ , (B- 1 B)A = A 1 A - /. 

根据定理 4.1.1, AB 是可逆的，并且 (AB )— = B~ { A~ l . 

(3) 设 A 可逆 • 则 A ^ eBCX ). 在等式 AA - 1 = A - M -= J 中两边取共轭，得到 

(A" 1 )* A* = A* (A— 1 )* = (J x r - / x -. 

根据定理 4.1.1, 这表明 A •可逆，并且 (AT 1 = dA~ l )\ U 

注 1 推论 4 . U2 的结论 （3) 对于 Hilbert 空间上的伴随算子也是成立的.即若 A 
是可逆的，则 A 的伴随算子 A •是可逆的，并且 (A •: T 1 = ( A - 1 )*. 这是因为对于伴 
随算子仍然成立 （AB)* = A' 

4.1.2 正则集与谱 

在线性代数中，我们已经熟悉了有限维空间上线性变换的特征值和特征向量. 
在无穷维空间上一样可以定义线性算子的特征值和特征向量. 

定义 4.1.2 设X为定义在标量域 K 上的线性空间， A: X—A： 是线性算子， AeK. 
若存在 A： 中的非零向量 z， 使得 Ar =Ar ， 则称; I为了的特征值， 称： t 为 A 的（相应 
于 A 的）特征向量. 

例1 设 l </>< oo, △(々，々，•••）= (1 2 ，：1： 3 ,…）是"上的左移算子.对任意 
AeC, 若 Ao: = Ar， 即 


(工2，工3，•••）= (All 上2，…）， (4.1.1) 

则必须 x 2 = Axi ，《 r 3 = A 2 xi ，…， J ：„ = A " -1 J ：! ,•••. 因此方程 （4.1.1) 的解必须是形如 
工= ( c ，^：， A 2 c，"，)(c 是常数）的向量.当 | A |>1 时，若 c 关0,则 : r = ( c , Ac , A 2 c ， …)泛/' 
此时方程 （4. 〗• 1) 只有零解 x = 0. 当 | A |< 1时，方程 （4. 1. 1) 有非零解 x = 
(1， A ， A 2 ^“>. 因此当 | A |< 1时， A 是 T 的特征值 ， x = (1， A , A 2 , …） 是 A 的相应于 
A 的特征向量. 

定义 4.1.3 设X是复赋范空间， A6iKX), A 是一 复数. 

(1) 若— A 是可逆的，则称 A 是 A 的正 则点. A 的正则点的全体称为 A 的正 
则集，记为 p ( A ). WRAA ) = {XI - A )- 1 为 A 的豫 解式. 

(2) 若 A 不是 A 的正则点，则称 A 为 A 的谱点 • A 的谱点的全体称为 A 的谱集， 
记为 a(4). 

由定义知道 p ( A ) C \^( A ) = 0, j o(A)U^(A) = C (复数 域）. 
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设义是 A 的谱点，则 A / — A 不是可逆的，此时可能出现以下三种 情况： 

(1) A 1 — A 不是一对 一的. 此时存在 j : 尝0,使得 ( W — A):c = 0,即 Ac 
= Ax . 此时 A 为 A 的特征值. A 的特征值的全体称为 A 的点谱，记为 \( A ). 

(2) AJ _ A 是一对一的，但不是映上的. 

(3) A /— A 是一对一的，映上的，但 A - 1 不是有界的. 

在上述后两种情况， A 是 A 的谱点，但不是 A 的特征值. A 的不是特征值的谱点的全 
体称为 A 的连续谱，记为 a f ( A ). 

由逆算子定理知道，若 X 是 Banach 空间，则上述的第 （3) 种情况不会出现•当 
X 是有限维空间时，由于 

dimN(A) +dimi?(A) = dimX 9 

因此 X 上的线性算子 A 若是一对一的，则必定是映上的.并且其逆必定是有界的. 
因此当 X 是有限维空间时，上述第（2)、 （3) 三种情况不会出现.因此有限维空间上 
的线性算子的谱点只能是特征值. 

设 AeC . A 的正则点和谱点可以由方程 ( AJ — A):c = a 的解的存在 
性，唯一性以及解对 〃的连 续依赖性给出等价的刻画. 

(1) A 是 A 的正则点当且仅当对每个方程 ( AJ — A):c = a 存在唯一解 x u ， 
并且存在常数 c >0 , 使得 || < c \\a II . 

事实上，若 A 是 A 的正则点，则 A /— A 是可逆的， （ AJ — A )- 1 存在并且有界.对 
每个 aGX ，a = ( A / — A )- k 是方程 (AI — A)：r = “的唯一解.并且 

IU« II = 11 (A/- A)- l a||<||(A/- A)- 1 llll^ll. 

(2) 若 A 是 A 的谱点.则可能出现以下三种 情况： 

① 齐次方程 UJ _ A ) j ： = 0 存在非 零解. 此时即 A 是 A 的特征值. 

② 齐次方程 Ui - A)x = 0 不存在非 零解. 但非齐次方程 （Ai - A)x = a 不是对 
每个 cifX 都有解. 

③ 齐次方程 ( AJ ^ A)x = 0不存在非零解，非齐次方程 （Af — A)z = “对每个 
a 都有唯一解但不存在常数 r >0, 使得对任意 a 成立|| < c ||a ||. 

在 ②和③ 的情况下， Ae ^( A ). 

为简单计，以后将 X 上的单位算子7记为 1. 按照这样的记号， A 有时表示算子 
A /. 例如 A — A 表示>^一八. 

设 〜 ecu > o )， AeB ( X ). 则称 

n 

p ( A ) = = a 0 + a v A + cz 2 A 2 + … + a n A n 

i-0 

( A ° = 1) 为算子多项式.称 

op 

= £； 0 + q A + ❼ A 2 + …+ o . n A n + … (4.1.2) 

n=0 

为算子幂级数.若 X 是 Banach 空间，则 B ( X ) 是完备的.因此根据定理 1.5.6, 若 
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S I ) “„ 們 |<00 ， 

则级数 (4.1.2) 在 BCX ) 中按算子范数 收敛. 设其和为 S ， 则 SeB ( X ). 

定理 4.1.3 设 X 是复 Banach 空间， AeB ( X ). 

(1) 若 II A || <1，则4 = 1是 A 正则点，并且 

Qo 

(1- A)' 1 = Yl An = 1 +A + A 2 + …. （4.1.3) 

f»>^0 

(2) 若 AfC ，| A |> HA | j ， 则 A 是 A 正则点.并且 

(A —A 疒 1 - (4.1.4) 

n— 0 

证明 （1) 由于 IIA ”||<|| A |||| A || •••|| A || = || A ||" U >1), 因此当 || A ||<1 时， 

、 V "' ' 

n 

oo OCk oo 

2 m - n <2； iiAr < oo . 于是级数 2 肀在趴幻中收敛.设其和为凡我们有 

0 11*0 m=0 

(1— A )( l+A + A 2 +…十 A ”> 

=1 + A -h A 2 H - hA n - (A + A 2 H - = 1 - A^ 1 . 

注意到由于 II All < 1， II ||<|| A|h — 0(72 — oo ), 在上式中令 n — oo , 得到 

(1 _ A )(1 +A + A 2 + … + A "+ •••) = 1. 

即 （1 一 A)B = 1 . 类似可证 B(1 — A ) = 1 . 根据定理 4.1.1，1 — A 是可逆的，并且 
O - A)- 1 = B . 这表明 A = 1是 A 正则点，并且式 (4.1.3) 成立. 

(2) 若 | A |>|| A ||， 则 || A - 1 A 1 I <1. 由定理4.1.3, l — A-M 是可逆的.于是 

(A-A)*** 1 = [AU — A m A)]m = A- 1 (l-A^A)- l eB(X), 

因而 Ae^(A). 并且由式 (4.1.3) 得到 

由定理 4.1.3 知道，对每个 AeB ( X )， 总有 

^(A) C {A ： |A|<||A||}. 

因此 a ( A ) 是有界集.这也表明对每个 AeB ( X ), p { A ) 非空. 

定理 4.1.4 设 X 是复 Banach 空间， A ^ BCX ). 则 〆 A ) 是开集， ^ A ) 是紧集. 
证明由定理 4. 1.3 知道 〆 A ) 非空 • 设 A 。 6 〆 ，），则 A 。一 A 存在有界逆 
(々一 ar 1 . 对任意复数; U 我们有 

A-A = (A 0 -A)[l —(A 。 一 A) (A 。一 A)— 1 ]. (4.1.5) 

当 |A- 々 1< I1U 。 一 A)— 1 卜 1 时 , ||(Ao-A) Oo — Ar 1 |l <1. 由定理 4 丄 3, 此时算子 
B = 1-(A 0 -A) (A 。一 A)- 1 是可逆的.于是由式 （ 4 丄 5) 知道; l —A 是可逆的.因此 
^ep(T). 这 表明若 A 0 e < o ( A )， 则 L/(A 。， 幻 (Zp(A), 其中 占 = ||(A 。一 A) - 1 | 卜 1 . 因此 
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p ( A ) 是开集 • 

上面已经证明 〆 A ) 是开集，因此 MA ) ，以八厂是 闭集. 又根据定理4丄3(2)， 
cr ( A ) 是有界集.即 cr ( A ) 是复平面 C 中的有界闭集，因而 〆 A ) 是紧集 . _ 

引理 4.1,5 设 X 为复 Banach 空间， AeB ( X ). 则对任意， F ( A ) - 
/((A — A ”） 是 〆 A ) 上的解析函数. 

证明对任意々€ 〆 ，），当 — " 时， ||( A 0 - A ) U D — A )_ M | 

<1. 利用式 (4.1.5〉、 式 (4.1.3) 得到 

(入一 A)' 1 = [1 一 （久。 — A ) (又。一 A)- 1 ( A 。 一 A)- 1 

oo 

= g [< A o - A ) (Ac ^ Ar l J ( A 0 - A )-' (4 1 6) 

oo 

= 2 (-D 1 a 0 -A)-^ i \ 

i«=0 

由上式和 / 的线性性和连续性得到，当 1 A — A 。! < -^ ) _ 1 ^时 

oo 

FW - XI (一 1)*/((々 一 A ) ‘ w> ) ( A — A 0 )，. 

i=0 

这表明在 A 。 的邻域中， F ( A > 可以展开为 A — A 。 的幂 级数. 因此 F ( A ) 是 〆 A ) 上的解 
析函数 .■ 

定理 4.1.6 ( Gelfend ) 设； (： 为非零的复 Banach 空间， AeB ( X ). 则 (7( A ) 关 0. 
证明由于 X 共{0}，故单位算子1是 i 3( X ) 中的非零元•由 Hahn - Banach 定 
理，存在•，使得/(1)#0.令 

F ( A ) = /(( A - A )- 1 ) ( Ae /0( A )). 

根据引理 4.1.5, F ( A ) 是 〆 A ) 上的解析函数 • 若 ( J ( A ) = 0，则 F ( A ) 在整个复平面 
上 解析. 利用式 (4.1.4) 当 | A |>|| 川 | 时， 

oo 

fca^Ar 1 ) = X) =^7^. (4.1.7) 

n^O A 

因此当 A >1| A11 + 1 时， 

| FU) j= 1/((A-A)-)1 < g lyMJt = ^1^. . ^ 11/,|. 

故 F ( A ) 在复平面上有界.根据 Liouville 定理， F ( A ) 在复平面上为常数.但是在级 

数(4丄7)中士的系数是/( I )关 0 . 这就产生了矛盾.因此 ( KA ) 关 0. ■ 

由于 a ( A ) 是紧集.因此数集 { | A | 存在最 大值. 

定义4，1.4 设 X 是复 Banach 空间，称 KA ) = rmx { | A | •• <^此^) } 为 
A 的谱半径. 

定理 4.1.7 ( Gelfend ) 设 X 是复 Banach 空间， AeB ( X ) .则 
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r ( A ) = lim \\A M || T . (4.1.8) 

n 一 co 

特别地， r ( A )< || A ||. 称式 (4.1.8) 为谱半径 公式. 

证明证明分几个步骤. 

(1) 先证明极限 lim || A ”# 存在. E a = inf || A ”#. 显然 — II A ” ||+> 只需再 

ir-^ 00 n^l it-^oo 

证明 IS || A ” ||+< a . 对任意 e >0, 存在使得 IIAN ^ < cz + e . 对任意自然数 

n ^oa 

rty 存在自然数 \ 和 s n ， 0 < 5„ < W , 使得 72 = 我们有 


|| A ” || 士 - = II " <11 A - ||t \\A\\t <Xa + e^ \\A\\^. (4.1.9) 

由于当”—时，苧一 i ，卜0,由式 0 U .9) 得到匣 M ” irUa + e . 由于 O 0 


的任意性得到 II A " # < a . 综上所证得到 lim || A ” || - = a - inf || A «||+. 

n-^oo n^l 

(2) 若 AeC , | A |> a . 则存在 e >0 和叫 >0, 使得当 II A " f < a 
+ e < | A |. 由于 




FT, 


E 

n 0 +i 


IIA" II 


< 


A |” ^ |A 


E 

i=、+i 


(a + O , 


< 


因此级数收敛.记其和为 B , 则 BeB ( X ). 与定理 4.1.3 的证明一样，可以验 

n=0 

证 U — A)B = B(A — A ) = 1. 根据定理4丄1, A — A 是可逆的，从而 Ae /0( A ) •这 
表明 

r ( A)^a = lim \\ A n ||". 

il—oo 

OO A 

(3) 根据步骤 （2) 中证明的结果，当 | Al > a 时， ( A - A )^ = 因此对任 

n=0 ^ 

意 / eBcx ) •，有 

OO 

/C(A-Ar l ) = 2 |A|>a. ( 4 . 1 . 10 ) 

式 (4.1.10) 表明 /((A — A )- 1 ) 在 { A : | A |> a } 上是 A 的解析函数.根据引理 4.1.5, 
/((A — A )— 1 ) 在 〆 A ) 上 解析. 而 { A : \ X \> a ) d { A ： |；l 丨 > KA )}(=々( A ) ，根据 
Laurent 级数的唯一性，式（ 4 丄10)在 { A : | A | > r ( A )} 上也 成立. Laurem 级数在收 
敛圆环内是内闭绝对收敛的，因此对任意 e >0, 有 


V l /( A -)| 

ti ( r ( A ) + e ) 蚪 1 


(4.1.11) 


令& = ( KA )+£)” (7I>1), 则氏 式 (4.1.11) 表明对任意 /6 B ( XV ， 

sup/(BJ < oo . 根据共鸣定理，存在]^>0,使得1|_& | |1<]^(71>1).于是 II A " || < 
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(r(A) +e) N M. 从而 lim j| A M # < r(A) + £• 由 e > 0 的任意性得到 

n - •■的 

lim || II" <r(A). 

这就证明了式 (4.1.8) 成立.由于•，由式(4丄8)立即得到 KA )<|| A ||. ■ 
式(4.1.8〉给出了谱半径的一个计算公式.这种定量的结果在泛函分析中是不 
多见的. 

定理 4.1.8 (谱映射定理）设 X 是复赋范空间， Ae ^( X ), pit) - a 0 + a ,« + 
+ … + aW 是一多项式.则 

ffCp ( A )) = pCcCA )), 

其中 p(a(A)) = {pW ： A6^(A)}. 

证明先证明 pWA )) C cr (/>( A )) •记 Q ( A , r ) = 则 Q ( A ,0 *r 

A 一 t 

的多项式，并且 

' pW - p(A) = (A — A)Q(A,A) = Q(A,A)(A —A). (4.1.12) 

设 Aecr ( A )， 我们证明 ^( A ) e ^(^( A )). 反设 />( A ) 是 p{A) 的正则点，则 p{X)- 
PCA) 存在有界逆 (/ KA > — / r ( A ))- 1 . 利用式 (4.1.12) 得到 

1 - U —A)Q(A ， A)(〆 又）一 p(A) 广 1 
= (p(X) - p(A)r 1 Q(A,A)(A - A). (4.1.13) 

由于 /KA)—/KA) 与 Q(A,A) 可交换，因此 

Q(A,A) = Q(A ， A)(/KA) - 夕 (A))(/»(A) - p(A)y l 
= (/»(A) — pCA))Q(X 9 A)(p(X) - pCA)y l , 

用（/>«)-/>(焱）广 1 左乘上式两端得到 

(/KA) — piA)r x Qa,A) = Q (A ， A)0>(A) — p(A)r\ 

因此由式 (4.1.13) 得到 

1 = a-A)Q(A t A) (pW-p(A))~ l 
= Q(A,A) (^(A)^p(A))- 1 (A-A). (4.1.14) 

根据定理4丄1,式 (4.1.14) 表明 A — A 是可逆的.这与 Ae < A ) 矛盾，因此 
a (/>( A )). 从而 / Ka ( A )) oK />( A )). 

再证明 〆〆 A )) 设 A $/ Kcr ( A ))， 

A — pCt) = a(A, ― t)(A 2 — r)***(A„ — t). 

则当如04)时 , a —⑴尹 o ( 否则 a = pu ) epco ( A )), 这与; I 任矛盾）. 
于是 A , •—（关 0. 这说明 A .. gcx ( A )(/= 1,2,…，; 0. 即每个 A , •— A 是可逆的.于是由 
推论 4.1.2 知道 

A — p(A) = a(Aj 一 A)d — A)"-(A” — A) 
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是可 逆的. 所以 A 茫 〆〆 A >). 这就证明了 d / KA )) 匚 〆 a ( A )). ■ 

4.1.3 若干例子 

例 1( 续1 设 A 是 y ( l < p < oo ) 上的左移算子 • 在例1中已经知道 ~( A ) = 
{ A ； | A |< 1}. 容易箅出 l | A || = 1，根据定理4.1.7, KA ) = 1. 因此 
{ A ； [ A |< 1} = a / A ) C ^( A ) CZ { A ： | A |< 1}. 

根据定理 4.1.4, a ( A ) 是闭集.在上式两端取闭包知道夂 A ) == { A : | A |< 1}. 

例2 考虑 "（1 < p < oo ) 上的右移 算子： 

A ( Xi ，: r 2 ，•••）= (0» Xi f x 2 ，•••），x — ( 3 Ci ， x 2 ，…） 6". 

容易算出 IIAI 1 = 1. 因此 < A ) C { A : | A |< 1}. 对任意 A 6 C ， 

(A — A)(Xi , X2 » *••) = ( Atj yXx 2 — X \ » Aj ： 3 —工 2 ， •••）• 

若 X = (A，x 2 ，…）是方程 （A — A)x = 0 的解，则必须 = 0， Ax 2 — X! = 0, 
=()，••• 由此解得 & = 々 = … = 0( 可以分 A = 0 和 A 咎 0 两种情况讨论）， 
即 or =0. 故方程 ( A _ A)z = 0 没有非 零解. 因此 A 没有特征值，即 5(A) = 0. 

设 a = ( A ， a 2 ，…）6/若 I = ， x 2 ，…） 是方程 (AJ — A)x = a 的解，则必 

须 

Axi = ai, kt 2 一工 i — (i2 * ^X3 — oc 2 ~ a 3 ，…， 

取 a = (1， 0,…），则解得 x = ( a ' r 2 ，•••)• 但当 |A 1 < 1 时 ，： c = (入一 1 ，又一 2 ，…•故 
此时方程 ( A — A)z = fl 无解.这表明此时算子 A — A 不是映上的.因此当 | A |<1 时, 
A ^( t ( A ). 综上所证 

〜 (A) = 0， a(A) = {A ： |A|< 1 }. 

例3 考虑空间 C [ a ，6]. 定义算子 A : C [>，6] — C [>，6]， 

( Ar )(0 — tx ( t ) f x ^ C [^ ayb \. 


易知 A 是 C [ a ，6] 上的有界线性算子.对任意 AeC ， 若 


(A 一 A ) x ( i ) = (A 一 i ) xit ) = 0, 

则必须 x ( d ^0. 这表明方程 (A — A)x = 0 没有非 零解.因此心 ( A ) = 0. 

当 时，显然 A — A 是一对一的.对任意 c ^ C [ a ，6]， 令 : c = (A — r) - 1 a ( t ) ， 

则并且 (A — Ak = a . 此时 A — A 也是映 上的. 由逆算子定理知道， 
A - A 可逆，即 Ae〆 ^). 

当时，显然 (A — 1无解.此时 A — A 不是映上的，从而 A 64 A ). 
综上所证知道， a ( A ) = a f ( A ) = \_ a , b \ 

例4 设 H 是复 Hilbert 空间， A 是 H 上的酉算子.则 

o(A) CZ {z6C: | 之 | = 1}. 

证明由于 A 是酉算子， WAxW ^ WxWU ^ H ), 故 || A || = 1. 由定理 4.1,3 知道 
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<^( A ) d {^6 C ： \z \^ 1}. 

另一方面，由于 A - 1 = A *6 B ( H ), 因此 A 是可逆的.若 | A |<1， 则 

IIAA - 1 || = |A ||j A - 1 ||= | A |<1. 

根据定理 4.1.3, 1 一 AA - 1 是可逆的.于是 A —A =- A (1 — 乂 A - 1 ) 是可 逆的. 因此 
xep(A\ 这就证明了 < A ) c ： uec : 

§4.2 紧算子的谱 

我们知道有限维空间上的线性算子是紧 算子. 本节介绍的关于紧算子的谱的 
Riesz - Shauder 理论表明，紧算子谱的分布很接近于有限维空间上线性算子的情形 • 
例如，紧算子的非零谱点都是特征值，每个非零特征值相应的特征向量空间是有限 
维的，等等. 

以下设 X 是复 Banach 空间. 

引理 4 . 2.1 设 A 是 X 上的紧算子.则对任意 A 6 C , A 关0, R(A — A ) 是闭子空 
间. 

证明由于又 一 A^Aa — A ^ A ), 而 A ^ A 仍是紧算子，故不妨设 A = 1•记 
了 =1— A , 设(丁），了乂我们要证明： y 6 K (丁) . 分两种 情形. 

(1) 设 有界. 由于 A 是紧算子，不妨设 Ar „— 〆 •于是 

x„ — {Tx n + Ar w >-*- (3> + y ). 

从而 y = limTr n = T(：y + y ) 乏尺（丁) . 

n-^cto 

(2) 设 u « > 无界.若存在丨的子列 Uq } 使得 } C ： N ( T ) ，则 y = limTr Bi 
= OeR(T ). 因此不妨设 (丁 )（7 i > l ). 记尤 

任意 n , 取％6尺(：0使得 

尤 < IU — : V ” il < (1 + 士)4 (n^l). (4.2.1) 

我们证明{^}有界.若不然，不妨设尤 — a . 令 a = — 由于 

TCx n -y n ) = h、 结合式 （4.2.1) 知道 Tz„ — 0. 由于 A 是紧算子，不妨设 
Az n z . 于是 

Tz = limTAis ：„ = \imATz n = 0. 

因此之 eAKT ). 于是氕 + IIa —:(: T ). 结合式 （4.2.1) 得到 
d„ < II 工 „ — ( ： y„ +1! ^ ~ % IU) II = II x n — y n || \\z n —z || 

< (1+ 士 ) cUlh - HI. 

由上式得到 1<(1 十一刻 I . 另一方面， = (了十 A )& — t 这就产生了矛 
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盾. 因此 <义}必有界 • 于是由式 （4.2.1) 知道-%} 有界. 令夂= a —: y ”， 则 
有界，= Tx ；. 这就化为第 （1) 种情形 • ■ 

引理 4.2.2 设 A 是 X 上的紧算子， AeC ， A ^：0. 若 A — / V 是一对一的，则 A — A 
是映 上的. 

证明记了 = A - A . 对每个自然数《，我们有 

T n = CX-A) n = A 1 • — Ci AHA + …+ (― l) n C ；： A B = A” 一 B, 

其中 B 是 A 与一个有界线性算子的 乘积. 根据定理 2.9.1, B 是紧 算子. 由引理 4.2.1 
知道，每个尺（: P ) 是 X 的闭子 空间. 显然 RCT # 1 ) 匚若每个尺(了* 1 ) 
都是尺 (7’”） 的真子空间，根据 Rie SZ 引理，对每个 n ， 存在 ％ ei ? cr )， ||%|| = 1,使 

得 d (: V ”，尺 （了计 D ) 当撕 >71时， 

r^-y M + r^ = j-dTy n -Xy M + Ty m )eRdT ^) 9 

因此 

|| Ay n — Ay m ||= 11 久: y „ —十 Ty m ) || 

= |a| %- ( T y -、+ 了宁） > 警 . 

但 A 是紧算子，{%}是有界序列，{七„}应该存在收敛子列.但这与上式矛盾.因此存 
在《0,使得尺(了〜 +1 )=尺(7^>).现在设 A — A 是一对一的.对任意乂趴了〜- 1 )，由于 
TyeR(T n o) = 尺（丁 〜 +1 ), 故存在 xeX , 使得丁 >r = T^ +l x= TCT^x). 由于： T 是 
一对一的，因此 : y = 丁”。:^尺（: T *。）. 故尺（了〜）=尺（: T 。— 1 ). 依此进行，最后得到 
R(T) = X. ■ 

引理 4.2.3 设 A 是 X 上的有界线性算子.若>^， A 2 ，…，心是八的不同的特征 
值， J 0 i(i = 1，2,…， n ) 分别是相应于 A , 的特征向釐.则 a ， x 2 , …，: t „ 是线性无关的. 

证明用数学归纳法证明.由于 A 关0,因此当72 == 1时结论成立.设 a , 
工 2 , …， id 是线性无关的.又设 

a x x x + a z X2 + ••• + a ^ xx^i -f a n x n = 0. (4.2.2) 

因为 ( A „- A)a = ( A ,-0 (i = 1,2,… ， tO , 用 A „— A 作用于式 （4.2.2) 的两端，得 
到 

( A „ — A x )xt -\- a 2 ( A n — A 2 ) x 2 + ••• 4- a«^i ( A „ — A^.j ) x„_i = 0. 

因为 A , j : 2 ♦••• 是线性无关的，并且尹 A,(i = 1，2 ,…，;2 — 1)，因此 a : = a 2 

=…= a — = 0. 代人式 （4.2.2) 得到 =0. 因此 x ,， j : 2 ，" ^是线性无关的 .■ 
设 AeBCX )， A 是 A 的特征值.称 AKA — A ) 为 A 的相应于 A 的特征子空间，它 
是由 A 的相应于 A 的特征向量加上零向量构成的线性子空间. 

定理 4.2.4 设 A 是 X 上的紧算子 •则： 

(1) 若 dimX = oo, 则 06 a ( A ). 
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(2) A 的非零谱点都是特征值. 

(3) A 的每个非零特征值相应的特征向量空间是有限维的. 

(4) cr ( A ) 至多是可列集，0是 WA ) 唯一可能的 聚点. 

证明 （1) 设 dimX = 若0是 A 的正则点，则一 A = 0 — A 是可逆的，从而 A 
是可逆的.即 A 存在有界逆 A - 1 . 由于 A 是紧算子，于是 / = 也是紧 算子. 这蕴 

涵 JV 的闭单位球&是紧集.这与 dimX = co 矛盾(见定理 1.6.11). 因此 Oe ^ A ). 

(2) 设 AGa ( A )， A ^ O . 若 A 不是 A 的特征值，则 A — A 是一对一的.根据引理 
4.2.2, A — A 是映 上的. 根据逆算子定理 ， A — A 可逆从而 A 是 A 的正则点.矛盾. 

(3) 设 A 是 A 的非零特征值， & = iV(A — A ) 是相应于 A 的特征向量空间.则对 
任意: ce&,Ar = 设 { a } 是^ 的闭单位球中的任一序列.由于 A 是紧算子，因 
此存在收敛子列.于是{^}存在收敛子列.这表明 ^的闭 单位球是列紧 
的.根据定理 1.6.11, 这 表明及 是有限维的. 

(4) 先证明 WA ) 没有非零的 聚点. 用反 证法. 设 A 关0是 〆 A ) 的聚点，则存在 

RJ CaM ) 使得 A . 不妨设 <互不相同，并且设 a 是相应于々的 
特征向量.根据引理 4.2.3, U „} 是线性无关的.令 £ n 

则是迳的真子 空间. 根据 Riesz 引理，对每个 n , 存在 使得 llhll = 1， 

并且 d ( y „， E „_ i ) > y . 设: y „ =•则 

n ir— 1 

— A ) y n = ( A „ — A)Xi ― ^ a ni ( A B — A , ) x , 6 . 

i*i 

令 2 ： = X n y n — Ay n 4 - Ay m , 则当 w > m 时 

之 =( 又 《» — A 〉： y ” + (A — + ^ m y m 

由于 Ay „ — Ay m = X n y n — 2 ： ，所以 

II ^yn — Ay m II = \\ x n y n — z \\= y n I > y |AJ ^ -^-| A |. 

这与 A 的紧性矛盾.因此 0 是 cKA ) 唯一可能的聚点. 

对任意自然数71，令 A n = jA 6^( A )： 去< | A |<” j . 由上述所证的结果推导 

出每个是有限集.于是 ctG 4) =0 疋至 多是可列集. ■ 

»== 1 

由定理 4.2.4 知道，若 dimX = oo , A 是 X 上的紧算子，则 A 的谱只有以下三种 
情况： 

(1) ( J ( A ) - {0}. 

(2) ( j ( A ) — {0* Aj ,又 2 ，•••，&}• 

(3) ty ( A ) = {0» ^ i 9 A 2 , •••} , lim A n = 0. 

n-^oo 


其中 \ 都是 A 的特征值. 
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定义 4.2.1 设X•是X的共轭空间. 

(1) 设: reX，/6X*. 若 fU ) =0,则称/与 1正交，记为: c 丄 /• 

(2) 设 Mczx, N 匚 X -• 若对任意 /6 N, 有 ：r 丄/，则称 M 与 TV 正交， 
记为 JVf 丄 N. 特别地，当 U} 丄 N 时，记为工丄； V. 

定理 4.2.5 设 A 是X上的紧算子， A •是 A 的共轭算子， A6C, A 关 0. 

(1) 设:则方程 （A — A)o： = ：y 可解的充要条件是: y 丄 iV(A-A* )• 

(2) 设则方程 （A — A _)/= g 可解的充要条件是 g 丄 N(A — A). 

证明 （1) 设存在:使得 (A — A):c = ： y . 则对任意— 有 

fCy) ~ (( 又一 A)xy /) = (a:» ( 入 一 A) •/) = (:，(又一 A* )/) =0. 

因此乂1繼一 A*). 

反过来，设: y 丄 N(A — A *)， 我们证明方程 （A — Ak = y 可解，即证.明 ： y 6 
尺 (A — A ). 反设 ； v ^ 尺 (A — A ), 根据引理 4.2.1, /?(A — A ) 是 A ： 的闭子空间.根据推 
论 2.4.7, 存在 feX ， f ( y )^0 9 使得/在 R ( A - A ) 上为 0. 对任意: r 6 X ， 令乂 = 

a - A ) x . 则一方面，由于 ye 尺 (A — A)， 因此 

$ 

U，(A-A-)/) - ((A-A)o：,/) =/(y) = 0. 

这说明 (A — AO /=0, 因而 / eiV(A — A •乂 另一方面， /(：y) ^0. 这与假设条件 
: y 丄 N(A —A *) 矛盾. 因此: y € 尺 U — A). 

(2) 设存在 /€X* ，使得 (A —A*)/= 小则对任意： reN(A —A ) 有 
gix) — (x, (A — A. )/) = (( 义一 A)x 9 /) = 0. 

因此 ^i_AKA — A). 

反过来，设 UJV(A — A). 为证明此时方程 (A —A*)/= 《可解，在 i?(A —A) 上 
定义泛函： f ( y ) = gijcyCy^RCX — A )) , 其中: c 是任一满足 y = (A — A)x 的向量. 
若另有而使得 y = (A ~ A)xi ，则 工一 a e N (入一 A ). 因为 g 丄 AKA — A ), 所以 
gCx — xO = 0, 从而因此 /(： y) 的值由: y 唯一 确定. 显然 / 是线性的. 

现在证明/在1^— A ) 上是连 续的. 为此，只需证明若(又 一 A )， 则 
/On) —0. 用反证法，若/(%)—0不成立，则存在 e>0 和{%丨的子列{化丨，使 
得 l/(3^)l>L 在引理 4.2.1 的证明中，我们已经证明只要{%)收敛，就存在有界 
序列使得％ = U — 由于 A 是紧算子，不妨设 Ar n —t 则 

(义一 A)z = lim(A —A)Ar n = limA(A —A)x, = limAj^ = 0. 

故 z6N(A —A )， 从而 g(z) = 0. 由于 = A -1 {y njk + Ax%) — 又 _i z ， 因此 

= lim^Cx^) = = 0. 

这与 l/(3\)l> e 矛盾. 这就证明了 / 在尺 （A —A) 上是连 续的. 

根据 HahmBanach 定理， / 可以延拓成为 A： 上的连续线性泛函.对任意 xeX， 
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( jc , ( A - A # )/) = (( A - A ) j ：,/) = gU ). 

因此 (A — A 1/= g . 即 / 是方程 U — 的解 • ■ 

定理 4.2.6 设 A 是 X 上的紧算子， A •是 A 的共轭算子 .则： 

U ) 设 A ， : c 是 A 的相应于 A 的特征向量，/是八 # 的相 应于# 的特征 
向量，则:《:丄/.换言之， N(A — A ) liV (" — A _). 

(2) 若 AGcr ( A ), A ^ O , 则 dimN ( A - A ) = dimiVCA - A * ). 

证明 （1) 设 ： ceN ( AJ — A ), / eN ( p - A .) 则 Ac = Ax , A */ = m /\ 于是 
A /( x ) = ( Ax ,/) = iAxyf ) = (: r ， A */) = ( x ,/ u /) = fxf ^ x ). 

于是(又一 //)/(： t ) = 0. 由于又关 / i , 因此 /( x )=0. 这表明 x 丄 /• 

(2) 由于 A 是紧算子，根据定理2.9.3, A •也是紧算？.于是根据定理4.2.4(3)， 
N(A — A ) 和 N(A — A * ) 都是有限维的.设 dimN(A — A ) = n 9 dimN (A 一 A u ) = m , 
设，工„是~(；1 — A ) 的一组基，仏， g 2 ，…，心是 N (A —W ) 的一组基，利用 
Hahn - Banach 定理不难证明，存在力，/ 2 ，…，/, e X . ，使得 /,( x )) 参见习题2 

中第24题). 

现在证明存在: yi ，: y 2 ，…，: ym €久，使得 gi (: y ,) =心•取％ 6 X , 使得 ( yi ) = 
1. 假定力，力， …，: <成）已经取定，使得尽,(乂）= \(1 < 6 i < 是). 任取 

k 

^6 X , 令2 =工一2心(工)乂.直接计算知道无）=0(£=1，2,…， 《• 若^^(玄） 

y-i 

= 0，则 

k 

g … Or) — XU,(J ： )^H( ： y>) = gk+i (^) = 0 . 



即細 Cr) = 2 gn-i (yj )gj (^)(x6 这说明 沿 +i (X )& • 这与，玢 ，…， ^» 

i*=i >=i 

线性无关 矛盾. 因此 以0 (5) = c 古0•令; y—i = C _1 5， 则 

^*+ 1 ( 3 ^ 1 ) = 1 9gi(yk+i ) =0 (i = 1 , 2 ,… ， 是 ）. 

这样就归纳地证明了存在 3» i ^ 2 ，-.^ ex , 使得 g ,(%) = ~. 

先证明用反证法，假设；2 <讲.定义算子 B : X — X , 

n 

丑 r = Ar + 乏]/,(文)乂， x 6 X . 

>«=! 

则 B 是紧算子与有界的有限秩算子之和，因而是紧算子.我们证明 a —召是一对一 
的.设 (A —= 0.则 

pr 

(X — A)x = (X — B)x + Bx — Ax — (4.2.3) 

;-i 

由于仏(乂） = \，并且足 , eiV(A — A * )， 对每个 /= 1，2, …，《，利用式 （4,2.3) 得到 


/*•(:)= ((义 一 A)x，&) 
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— ( jc , (.X — A 0 )gt ) = 0. (4.2.4) 

代入式 （4.2.3) 得到 (A — A ) j ： = 0, 即 ： ceN ( A - A ). 既然 a ，工 2 ,…， x , 是 AKA - A ) 

n 

的一组基，因此1= 利用式 （4.2.4) 得 

1^1 

n 

ai=^ fi () = fiix) — o a = l ， 2 ,…， ”） ， 

因此: r = 0. 这就证明了 A — B 是一对一的. 根 据引理 4.2.2 知道 A — B 是映上的.于 
是存在:使得注意到 — =0,^ H (^) =0 (i = 

1，2,…， 71>，因此 

1 = gn^l (y^i-l ) = ((A — ) 

n 

=((X — Ayx . g ^ )— {^ fjix ^ yjyg ^) 

j=i 

=(x，(A — A* )g^i )— 0 = 0. 

这个矛盾说明 m < n , 类似地可以证明《<所.因此 《== m . ■ 

§4.3 自伴算子的谱 

本节总是设付是复 Hilbert 空间. 

4.3.1 自伴算子的谱 .. 

定理 4.3.1 设 A € B ( W )， A •是 A 的伴随算子 •则： 

(1) P {A m ) = {I ： Ae<o(A)}, a(A' ) = {A ： Ae^(A)}. 

(2) 若: t 是 A 的相应于 A 的特征向量， y 是 A * 的相应于 " 的特征向量，并且 
A 尹 A ，则工丄 

证明⑴设 A £ C ， 则 (A — Ar = A - A *. 因此由推论 4.1.2 后面的注 1 知道， 
A — A 是可逆的当且仅当 A — A •是可 逆的. 换言之， A ^ o ( A ) 当且仅当因此 
/?(A * ) = {A ： A ^ p(A) }. 两端取余集即得 A * ) = { A : A ^ ( j ( A ) }. 

(2) 由于 Ar = Ao ：， A •:= 因此 

又 (x，，） = (Ar ，： y) = (x,A u y) = (^x^y) — , 

从而(又 一 A ) (工，？） = 0. 由于 A # 〆 ，因此 (工， y ) = 0. ■ 

引理 4.3.2 设 A 是 H 上的自伴算子. 

(1) 若 A = a+ i/3 ， 则 

11( 义一 PI IUII ， H. (4.3.1) 

(2) 设 Aec. 若存在 r > 0 使得 

ll(A — A)x || ^ r ||x || (j：6 H) , 


(4.3.2) 
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则 X ^ p ( A ). 

证明 U ) 由于 a — A 也是自伴算子，对任意我们有 
||(A — A)x || 2 = (( a — A ) x -)- \Px t ( a — A ) j - -f \ fix ) 

= ||( a ~ A)x II 2 — i ^(( a — A ) x ^ x ) - {- ( a — A ) x ) + tl ^|| 2 

= ||( a — A ) x || 2 + 浐 lU || 2 > j 9 2 lUI | 2 . 

(2) 令 T =； (〜九则由式 （4.3.2) 知道 N ( T ) = {0}. 利用式 （4.3.1) 得到 
IIT^H = || a - A )^||> hiS ||| x ||= IPIIUH , x 6 H . 

因此若关 0, 则 N ( P ) = {0}. 若 /?=0, 则 r •: = 7\ 此时也有 NCT ) = {0}. 根 
据定理 3.4.6, RCTJ - N H . 我们证明 R ( T ) 是闭集.设％ = Tx„e 

RdT ) 9 y n -^ y . 由式 (4.3.2) 得到 

HU ,„ — A K II Tx m — Tx n II 0( m ，71 — OO ), 

故 （ A ) 是 Cauchy 序列.既然 H 是完备的，设；则 

y = limy „ = UmTx n = Tx . 

n-^oo n - ♦的 

即:尺 CO . 这说明 K (丁）是闭的，从而只（丁及 ITT 因此丁是一对一的， 

映上的.由逆算子定理知道7^是有界的.因此丁 是可逆的，从而 Ae />( A ). ■ 

定理 4.3.3 设 A 是 H 上的自伴算子 •则： 

(1) r ( A ) = HAH . 

(2) a ( A ) 匚 R. 

(3) 若是 A 的对应于不同特征值的特征向量，则 x 丄: y . 

证明 （1) 由于 A = A 41 ,由定理 3.4.5 得到 

|| A 2 || = || A * A || = || A || 2 . (4.3.3) 

当 A 是自伴算子时， A 2 也是自伴算子 • 对 A 2 应用式 (4.3.3) 得到 |1 |卜|1川| 2 ' 依 
此进行，得到对任意自然数〜有 1| A 2 、| = || A || 2 ". 于是根据谱半径公式 (4. L 8) 得到 

r ( A ) =- lim ]| A 2 " ||^ = (|| A " 2 " 炉= A . 

(2) 设 ; l = cr + i 見根据引理4.3.2(1)，有 ||U — A ) i || 彡呤 IIUH ( xeH ). 若扭 
0,根据引理4.3.2(2)，此时又€ 〆 △)•因此若 A = a + ipe ?( A ), 则必有戶=0.这就证 
明了 ( J ( A ) CZ R . 

(3) 设 x 和: y 分别是 A 的相应于 A 和//的特征向量，并且 A #//. 根据上述结论 
(2), A , fj . 是 实数. 由于 Ax = Ao：，Ay = / Jty , 因此 

A ( x ，3») = ( Ar ，3») — ( a :, A ^) ― { x 9 ^ iy ) = fjiixyy ^). 

从而 W — 户）（工， >0 = 0，于是(工，3>) = 0. ■ 

定理 4 .3. 4 设 A 是 H 上的自伴算子•令 

m = inf (Ar 9 x ) , M = sup (Ar ^ x ). 

Ikll-l llxll-l 


(4.3.4) 
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则 a ( A ) C ： 并且 m , Me ^< A ). 换言之 [ w , M ] 是包含 a ( A ) 的最小区间. 

证明先证明 a ( A ) CZ [>， M ]. 设 A 6 C，A 任 0， M ]. 则3= inf |A ~ f | > 0. 

若： ceH ， IU 1 I = 1，则 （ Ar ,* r ) eO ， M ]. 因此 

| A -( Ar , x )|= | AU , x )-( Ar , x )|= \(( X ^ A ) x , x )\^ \\ CX - A)x \\. 

由此得到对任意有 ♦||<||(A — A ) x ||. 根据引理4.3.2(2)，此时 Agp ( A ). 
这就证明了 a ( A ) ClO ， M ]. 

再证明 m , Me < A ). $B = A — m . 由于当 | U » = 1 时 

(jRr , x ) = (Ar » x ) — Cmx , x ) ― (Ar » x ) — w , 

因此若令 

nt \ = inf (Bx » x ) , M , = sup (Hr , x ). 

|| jrl |» I IU 卜 1 

则 m 〗= 0, H = M — m . 因为 5 是自伴的，根据定理 3.4.9 和定理 4. 3, 3(1)， 
M , = IIBH = r ( B ). 于是存在使得 A ” - M ,. 由于 (7( B ) 是闭集，因此 
M t e ^( B ) 9 这相当于 M 0 KA ). 若令 B = M — A , 用类似的方法可以证明 me < A ). ■ 

4.3.2 正算子的正平方根 

设 A 是 H 上的自伴 算子. 若对任意成立 ( Ar ，^) 多0,则称 A 是正算子， 
记为 A 彡 0. 

定理 4.3 .S 设 A 是 H 上的自伴算子并且 A >0 .则： 

(1) 若丑>0,则 A + B >0. 

(2) 若 or >0, 则 orA 彡 0. 

(3) 对任意自然数 A ^ O . 

(4) 对任意：成立 

|( Ar , y >| 2 < ( Az , x )( Ay , y ). (4.3.5) 

(5) 若{氏}是一列单调增加的正算子，并且存在 M >0, 使得||3„1|<八02>1)，则 
存在正算子 B ， 使得 Rr = UmB n ^( xeH ) 9 并且 

PT^OO 

证明（1)、（2)显然. 

(3) 对任意 ： re H , 若 n = 2 々为 偶数，则 

( A n jr f x ) = CA k x 9 A k x ) ^ 0. 

若 n 为奇数，则 ( A ”* r ， x ) = { AA k x y A k x ) >0. 因此 0. 

⑷不妨设 |( Ar ，： y )|> 0. 由于 A 是自伴的，故 （ Arj ) = ( Ay \ x ). 对任意 
Aec , 我们有 

0 ^ ( A(Ax + y ) i Ax 十 y ) 

= XA(Az r jc ) - j - A(Aar 9 y ) ,:> + iAy , y ) 

= |久| 2 (如，工） +2 Re X ( A ： y ， j ：) 十 （ A ： y ，： y ). 
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令义= KA 3 /, x )|( Ar , 3 ；)|- 1 , 其中£ € R . 代人上式得到（注意到 \( Ay , x )\ = 
|( Ar ， 3 ；)| ,从而 | A 1 2 = P ) 

f (Ar ， x) + 2r )(Ar，，)1 + {Ay f y) ^ 0. 

上式对任意 成立 • 因此 |( Ar ，： y )| 2 < ( Ar , x )(, Ay 9 y ). 

(5) 由于{反,}是单调增加的，因此对任意 {(B n x,x)} 是单调增加的数 
列，并且 艮 |||| x || 2 < M | k || 2 . 因此{(艮工，工）}收敛，从而是 Cauchy 数 
列.对任意正整数 m 和 n ， 利用式 (4.3.5) 和 Schwarz 不等式得到 

|| B m x - B n x || 4 - |((U”) ：， (B, rt ~B w )x)| 2 

< |((S„-B")x,:c)| |(( 艮一艮 ） 2 x ， (B m -B n )x)\ 

< H B w — B " IP IUH 2 I (( B rt — BJx , x )\ 

< (2My IIill 2 \CB, n j^x)- CB n x^)\. 

这表明 { B n z } 是 Cauchy 序列，从而 limBj 存在. 令 Hr = limiU ：(* r 6 H ). 根据推论 

H—CO 

2.2.2, E 6 B ( H ), 并且对任意 x ， y 6 H ， 我们有 

rr 一⑺ 

(Bx >y) = lim(E H x ,y) = lim<a:,B w jy) = f 

(fir ， or) = lim(B”x ， x) ^ 0. 

一 oo 

因此 i ? 是正算子. ■ 

定理 4.3.6 设 A 是 H 上的正算子.则存在唯一的正算子丁，使得 T 2 = A .并 

且对任意 B 6 BCH ), 若= BA ， 则= BT . 称丁为 A 的正平方根，记为 

证明不防设否则选取 a >0 充分小，用《义代替 A ). 则 0<1_ A < 
1，并且 III — A || <1.令 

Si = +(1 — A> ， S^i = +(1 — A + SJ)，n = 1 ， 2,…. 

直接看出每个 S „ 是 1 一 A 的正系数多项式，由定理 4.3.5 知道每个是正算子，并 
R S U S ^ = S ^ S W . 显然设则 

II Sw || = |||1 —A 十次 ||<+(| ll—All + ldXl . 

这就归纳地证明了 IUSJ <1 ( W = 1，2,…） • 显然 S 2 — S , 是 1— A 的正系数多项式. 
假设 — ，是 1_ A 的正系数多 项式. 由于 

一 S „ = + ( S * 十 S „_】 )(S„ — Sh) ， 

故 s 以一 S „ 仍然是 1— A 的正系数多 项式. 这就归纳地证明了 S ⑷2,…). 
根据定理 4.3.5, 存在正算子 S ， 使得 Sr = limS „ j ：( x 6 H ) ,并且11 Sl | < 1. 对任意 

工由于 ( Sr ， x ) < IISIIIUII 2 < IUII 2 = Cr ， x )， 因此 1. 对任意 由于 
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( Slx 9 x ) = ( S n x , S „ x ) ( Sx ' ySx ) = ( S 2 J ：, x ). 

因此 S〗:r Sr . 在等式 1 — A *r S 〖）* r 两端令 《 — ► oo 得到 

Sx = ~-(l 一 A 4* S 2 ) x . 

于是 s = +(1 _A + S 2 )， 从而 A = (1- S ) 2 . 令 r = 1 一 s ， 则了是正算子，并且 

T 2 = A . 若 BeS ( H )， 并且 AB =凡4,则 S 』= BS „( n > l ). 于是 SB = 耶，从 
而 TB = FT . 存在性得证 • 

再证明唯一性.设另有正算子乃，使得 ： H = A •则 T,A = T , T \ - TtT , = 
Al \. 从而 7 T , = T , T . 对任意令 : y = (T —乃） 工 •则 

iTy ,y) (Tiy 9 y) = ((T+ Ti )y»>) — ((T-f TiXT — 

- (( T 2 — 7 l ): r ，： y ) = 0. 

因为 （Ty，_y) > 0，（丁 i：y，30 > 0，故（丁 _y，：y) = iT x y , y ) — 0. 于是 

(丁士 3；，T= CT3>，3>) = 0. 

因此7^7 = 0,从而 T；y = 7^(7^： y ) = 0. 类似地， T,y = 0 . 于是对任意: c € H ， 

|| Tx - T x x\\ z = aT - T x ) 2 x , x ) = UT - T ^ y . x ) = 0. 

这表明 T = T ,. 唯一性得证 • ■ 

推论 4.3.7 设 A 和 B 是 / i 上的正 算子. 若 Aii = BA ， 则 AB >0. 

证明由于 AB = BA , 根据定理4.3.6,有于是对任意： ceH ， 有 
(ABx , x ) — (Hr = ( J 3 A + x ， A + x ) > 0. 

因此 AB >0. ■ 

4.3.3 紧算子的谱分解 

下面我们考虑紧自伴算子的谱分解定理.先看看有限维空间的情形.在线性代 
数中我们知道，若 H 是 n 维复欧氏空间， A 是 H 上的自伴算子，则必存在 H 的一组 
规范正交基&，•••，&，使得每个^都是 A 的特征向量，即 

Ae { = Xei , 2 ’ = 1，2, …， m . 

其中 A f 都是实数.这相当于一个 Hermite 矩阵可以经过酉变换后成为对角矩阵. 

利用自伴算子的上述性质，可以将自伴算子表示为一些投影算子的和.设 IV 是 
H 到由^张成的一维子空间的投影算子，即 

n 

PiOC — Xie { , x ~ 6 

1 = 1 
FI 

则对任意: c = 我们有 
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Ar ^ 

<=* l i = 1 i = 1 

这表明 

ft 

八 = YjKPi- (4.3.6) 

1=1 

以上讨论表明，在有限维空间中，每个自伴算子可以表示为式 (4.3.6) 的 形式. 
下面我们证明对于无限维 Hilbert 空间的紧自伴算子，也可以作这样的 分解. 为此， 
先证明两个引理. 

引理 4.3.8 设 A 是 H 上的紧自伴 算子. 则 II A || 和一 || A || 中至少有一个是 A 的 
特征值. 

证明若 A = 0, 结论显然成立.设 A ^ O , 则 |1 All 关 0. 既然 A 是自伴的，根 
据定理3.4.9,我们有 

|| A [I = sup |(Ax * jt )| = max { \ m\ % | M | }. 

W = i 

其中防和从如式 (4.3.4) 所定义.因此 || A || 和 HIAII 中至少有一个是 m 或结合 
定理 4.3.4 知道， || A || 和一 || All 中至少有一个是 A 的 谱点. 由于 A 是紧算子，根据定 
理4.2.4, A 的非零谱点都是特征值，因此 IIAII 和一 IMH 中至少有一个是 A 的特征值. 

■ 

定义 4.3.1 设£:是 H 的闭线性子空间.若 A ( E ) (= £：( 即对任意 
x 6 E , 有九 re £)， 则称£是八的不变子空间.若 E 和都是 A 的不变子空间，则 
称£:是 A 的可约化子空间. 

若 E 是 A 的可约化子空间，则对任意 xeH, I 可以分解为 : r = a +々（々 印， 
x 2 ^E 1 ), 于是 Ar = Ari + Ar 2 .由于 Azi € Ax 2 6 E 丄， 若令 At = A | E , 
A 2 =AU 丄 ， M Ai6B(E), ^ 2 6B(E j ), 并且 A = A 】 +A 2 . 

引理 4.3.9 设 A 是 H 上的自伴算子， A 是实数.则 N(A — A ) 是 A 的可约化子 
空间. 

证明设 x € N(A — A )， 则 Ar = Ax € iV(A — A ). 因此 N(A — A ) 是 A 的不变 
子空间.设: y € N(A — A ) i ， 则对任意: t 6 N ( A _ A ), 我们有 

(x^Ay) — (Ar »3^)=久 （* r ，： y ) = 0. 

因此八 y € N(A — A ) i . 从而 N(A — A ) 1 也是 A 的不变子空间 • _ 

定理 4.3.10 设 A 是 H 上的紧自伴算子.是 A 的非零特征值的全体，|々| 
>| A 2 |> …， 是 H 到相应于 L 的特征子空间 N ( A „ — A ) 的投影算子.则{匕 } 是 
两两正交的，并且 

A = 2 A « P - (4.3.7) 

n 

其中级数是按算子范数收敛意义下收敛于 A .. 

证明不妨设 A 声 0. 由引理 4.3.8 知道，存在 A 的非零特征值 A ,， 使得 IAJ = 
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\\A II . 令 = N ( A , — A ). 

令 = E - L 1 . 根据引理4.3.9, 是 A 的不变子空间.令 A, =A| Hi , 显然 

是叶上的紧自伴算子.若 A 关0,由引理 4.3.8 知道，存在烏的非零特征值 A 2 , 使得 
|义 2 |= IIA〗 || <|| A || =|^|.若 A =A 2 ，则 N(A 2 - A 1 )eN(A 1 -A). 另一方面， 

N(A 2 - A t ) CZ H , = N - A) 1 . 

于是 N(A 2 —A ,)= ⑻.这与 NA - Ad 关 {0} 矛盾.因此&关 A 2 . 从而 | A t |> 
| A 2 |. 显然々也是 A 的特征值.令£ 2 = N(A 2 -A). 

令= (& ㊉ E 2 ) i ，A 2 = A|„ 2 . 这样一直作 下去. 若对任意 n，A n 关0,则 
得到 A 的非零特征值的序列 } ，使 得： 

(Dll 1>1久 2 |> …； 

(2) E n - N(A n -A)，lA^ |=|| A. II. 

由于 (1), 存在使得 — 我们证明 《=0. 对每个;I ,取艮使得 IIU = 1. 
由于 A 是紧的，存在子列{、 } 使得 { At nk } 是 Cauchy 序列.由于当《关 w 时丄 e flI , 
因此 


" — Ae n . || 2 = — A ” 产〜|| 2 = |又〜| 2 + |\.| 2 ^ 2 a 2 . 

这说明 a =0. 现在证明式 (4.3.7). 令 i \ = P EB Oi = l ， 2,…）.由定理4.3,3(3)知道 
E 19 E ” … 彼此正交，因此 A , P 2 ，…彼此正交.于是当: c 6& U = 1,…， n ) 时 

R 

( A —^ k )^ — Ax — X k x = 0 . (4.3.8) 

n 

于是当： re 石 ㊉ & ㊉ … ㊉ 瓦时， = 若: re (石 ㊉ £ 2 ㊉ … ㊉ £；) 丄， 

* = 1 

则 P*x = 0 a = l ，2 r .， r 0. 此时 ( A —言 >* P *): c = Ar . 因为(石 ㊉ ft ㊉ … ㊉ £；) 丄是 A 
的可约化子空间，因此 

n 

\\A-^X k P k II = || A I 

<^@[2 ㊉… ©[”) 丄 II = II A” II = IA^.! I 一 0. 

k ^\ 

故此时式 （4.3.7) 成立. 

若存在某个 w 使得 A „ = 0,则当 x 6( J ^ i ㊉ [ 2 ㊉…㊉ 1 •时， At = = ◦. 

但式 (4.3.8) 表明当 xeE x ㊉ £ 2 ㊉ … ㊉ 反时 ， Ar = f ^ X k P k x . 从而对任意 x^H 

4 -i 

n 

有 Ar = XI A * P ^- 这说明此时式 U .3.7) 也 成立. 至此定理证毕 . _ 

*-1 

推论 4.3.11 设 A 是 H 上的紧自伴算子.则存在有限或无穷的非零实数序列 
{ A w }， •，若 { A „} 是无穷序列， JBR — 0,和相应的规范正交序列{^}， 
使得对任意有 


Ar = ^ A „( x ,€ f n ) e w . 
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证明沿用定理 4.3.10 中的 记号. 由于 A 是自伴的，因此每个义《是 实数. 在定 
理 4.3.10 的证明中已经证明，若 { A „} 是无限集，则 0. 由定理 4.2.4 知道，每个 
A „ 的特征向量空间是有限 维的. 设是 N ( A „- A ) 的规范正交基， 
是所有 NCA — A ) 的规范正交基的全体.对任意由 §3.2 中例1知道 

P n x = 于是利用式(4.3.7> 我们有 

i=\ 

*" °° 

Ax = ^ X n P n x = 2 2夂（工4"〉）# ■ 

it u i 職 l n^l 

注意在推论 4.3.11 中的可能有重 复的. 每个的重复次数等于相应的特征 
子空间的维数. 

§4.4 自伴算子的谱分解 

4.4.1 谱系与谱积分 

本节总是设 H 是复 Hilbert 空间 • 

在 §4. 3中我们已经提到，若 A 是 n 维复欧氏空间上的自伴算子，则存在彼此 
正交的投影巧，心，…，匕，使得 

n 

(4.4.1) 

i«l 

it 

此外，还成立尺 =1. 

i〃l 

一般说来，在无限维空间中，情况要复杂得多.虽然在 §4.3 中我们已经证明， 
对于 Hilben 空间上的紧自伴算子，可以将其分解为一列投影算子的级数和.但是我 
们不能指望一般的自伴算子也可以表示为投影算子的级数和.因为若 A 能表示为 

oo 

A = 这种级数和的形式，则 A 有特征值(实际上每个4都是 A 的特征值). 

11=1 

但是确实有些自伴算子没有特征值(参见习题4中第31题）.虽然如此，对于无限维 
空间上的自伴算子还是有一个类似的表达式.不过形式上更复杂一些，就是级数和 
要用积分代替.本节的主要结果是自伴算子的谱分解定理.该定理表明每个自伴算 
子可以表示为关于一族投影算子的谱积分. 

定义 4.4.1 设(— oo , oo )} 是 H 上的一族投影算子.如果 {&} 满足： 

(1) 单 调性： 当时 

(2) 右连 续性： 对任意义。6(—⑺， oo ), lim £：^ = E,x U 6 H )； 

十 0 1 

(3) 存在区间1>,幻，使得当 A 时， E x = 0,当时 ， £ A = 1， 

则称 {&} 是 [ a ，6] 上的谱系. 
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例1设{尸,}是 H 上的一列两两正交的投影算子，又设 { A , } 是一列 

f=l 

实数， a < A ,<6. 令& = I ； P •(当 { f : A ,< A }=0 时，令& =0). 则{&>是[〜6] 
上的谱系. 

事实上，由于&是有限个或一列两两正交的投影算子的和，根据定理 3.2.10, 
每个&是投影算子.我们验证{艮}满足定义 4.4.1 中的条件. 

(1) 当时 

Ex - 2 P « = 2 p i - (4.4.2) 

A.<a / kca.<a 

由于 D Pi>0 9 故 

(2) 当 A > A 。 时，对任意 

WE . x - E^xf = 2 2 = S IIP .^ II 2 < 2 (4.4.3) 

其中 m A = inf { i ： A 0 < A £ < A } (约定 inf 0 =+ oo ). 容易知道当 A — A 。+0 时， 

w —+ oo . 由于 { P ,} 的正交性，我们有]||1^|| 2 <||工|| 2 <00 ( 参见 §3.2 中的式 

«-1 

(3.2.5)). 因此由式 （4.4.3) 得到 

co 

lim \\E x x -E. x|| 2 < lim Y\ ||P,x|| 2 = 0. 

A _ A 0+0 〜 

即 lim E x x = Ei x . 

(3) 由 £ a 的定义知道，当义<^1时，& = 0, 当时， £, = 1. 这就证明了 
{£*} 是[«，6]上的谱系. 

例2 对每个实数 A ， 在 L 2 [ a ，6] 上定义箅子 

( E A x )( t ) = X(-oo f Aj(t)x(0 9 x ^： L 2 [ a , dJ 9 

其中 A -00,^0) 是区间（一 oo , A ] 的特征函数.我们证明 {&} 是一个 谱系. 显然 
El = E x . 对任意 ： r ，： y 6 L 2 [ a ，6]， 

p _ rb _ 

CE x x 9 y) = x(***«. a] (OxCt) y(.i)&t = xit) %(_»,jq (r)y(i)dr = (x f E x y). 

J a a 

故瓦是自伴的， 从而 E a 是投影算子. 

(1) 当 A > 户时， E a E ^ = = x—x = E〆 ，故 £，.由 

定理 3 么8知道 £： A 

(2) 由积分的绝对连续性，我们有 

aI^o b - co . AjCO -^- oo .^ CrXOl 2 \ xit)\ l dt 
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= iim f |x(t)| 2 di = 0. 

A - A 0 +0 J A 0 

故 lim&z 。: c . 因此 {£} 是右连续的. 

(3) 由 &的定 义知道，作为 L 2 [ a ,6] 上的算子，当 A < a 时，当时， 
E A = 1. 因此条件 （3) 满足. 

这样就证明了 {& }是0，«上的谱系. 

定理 4.4.1 设 {&} 是上的谱系 .则： 

(1) 记厶= («,/?], 仏= E fi - E a 9 则五 4 是投影 算子. 

(2) 若厶是如 （1) 中的半开区间 ， AflAj = 0,则= 0. 

(3) 对任意 x ,： yeH ， 令 l ,,( A ) = ( E , x , y ), 则 h . y ( A ) 是[«，6]上的（复值）有 

界变差函数.并且>(%，） <| U ||||： y ||. 

a 

证明由于 {&} 是单调递增的，当《<乡时， E a E p = E ^ E a = E a . 利用这个等 
式容易验证 (1) 和 (2) 成立. 下面证明 （3). 设“=々<々0_<々=6是[>,6]的一 
个分割.记杰 = ( Aw , A *](々 = l ,2 r ”）. 根据 （1) 和 (2) 的结论，每个仏 4 是投影 
算子，并且 =0(2^7). 于是 

S ll^xll 2 = t^E, k x 2 = |fx|| 2 . 

k^i *=i 

因此 

力 I 〜 (AJ—%,(Ah)|= ^2\(E, k ac 9 E, k y)\ 

4>»1 4 = 1 4^1 

< E fi ^ ii ii ^ !i 

* = i 

n 2 ) 7 ( ijii ^ ii 2 ) 7 

=II IIII ^ II. 


这表明 l ，,( a ) 是上的有界变差函数.并且 II . ■ 

a 

定理 4.4.2 设 {&} 是 [ a ,6] 上的谱系， fecial 则存在唯一的: re B ( H )， 使得 


( Tx , y ) = f ( X ) diE K x ^ y ) Cx y y ^： H ) , (4.4.4) 

J a 


并且 imi<|[nu 其中 J /( A ) d (£： A : c ，： y ) 是 /( A ) 关于 <^,( A ) 的 Riemaim - Stieljes 积分. 

证明根据定理 4.4.1, a „/ A ) = ( E , x 9 y ) 是 [ a , 幻 上的有界变差函数，并且 
Vda Ity )^\\ x\\\\y H . 因此 /( A ) 关于 a ~( A ) 是 Riemarm - Stidjes - 积的，从而式 

a 

(4.4.4) 右端的积分是有意义的.令 



第 4 章有界线性算子的谱 


153 


(pix^y) = J / ( A ) da x , < y ( A ) ( x ， 3 , 6 H). 

则 〆 x , 3 /) 是 H 上的双线性泛函.根据引理 2 . 6 . 6 (该引理对复值函数也成立），对任 
意 H, ^ 

| 史 ( 工， 3 ；)|= r/(A)da^(A) < max|/(A)|V(« x . y ) < 11/||||^|1||^ II. (4.4.5) 

J a a^X^b a 

这表明 < pUry ) 是有界的，并且帅 II <11/ II . 由定理 3.4.3, 存在唯一的 reB ( H ), 
1171 = ll9ll<llflU 使得 9( 工，: V) = ( Tr , y )( x ^ 6H ), 即式 (4.4.4) 成立 • _ 

定义4. 4 .2 定理 4.4.2 中的 丁称为 /( A ) 关于谱系{^}的谱积分，记为 

T = |V(A)dE,. 

定理 4.4.3 设 {&} 是[>,幻上的谱系，/,发€0[>，办].则 ： 

( 1 ) 线 性性： 若则 

£(a/ + fe ) d & =^ JVdE A +^ JVd ^. 

( 2 ) 压缩性： |£/ d & 

(3) Hermite 性 ： (J fdE x ) = / dE A . 

特别地，若/是实值的，则£/]&是自伴算子. 

(4) 连 续性: 若 {/„} CC |>， 6 ], II /”一/ I 卜 0 ,则 

J fndEx — | fdE x 一 0 (” 一 oo). 

(5) 可交 换性： JVdE A 与 J ^ dE , 可交换，并且 

「 6 c b r b 

fgdE x — fdE x gdE x . 

J J a J a 

证明 （ 1 ) 由谱积分的定义直接得到. 

(2) 由式 (4.4.5) 知道 11/11. 因此 IITII = ||史 || <||/ II . 此即 | f / d £ <|1/||. 

(3) 记 丁 = \ g fdE x , S = £/ dE A . 则对任意 Xyy ^ H , 我们有 

= TTyTx) = f(X)d(E A y,x) 

u 


，b - rb _ 

/(A)d (Exy^x) = f(X)d(ExX 9 y) = (5r, v). 
o J a 


这表明 S, SP (「/(!& V = P/dE A . 

、 J « ^ a 
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f/”c!E A — 「 /d£ A = 「（/„ — /)dE A <ll/ B —/|| — OU — oo). 

J a J a J a 

(5) 先设 / 和 g 都是阶梯函数.不妨设 

/U) = 力啼 wW )，gW = 

i=l i=l 

其中“ = 〜<〜< … 〜 6是 [ a ，6] 的一个 分割. 由于对任意: c ,： yeH , 

((J * dL ' )工 ，： y )= J = (£ J a 〆 ，，)-( E ' ■丨: r ，，） 

=((£«. — E a ^ )x 9 y) 9 
因此 P = •利用上述性质 （1) 得到 

^ a i-l 

f fdEx = 2 f a idE k = (4.4.6) 

J a /，i J a .-i ,-i 

f 发肌 = 2 f r 6 « d£ A = 2 〜 (4.4.7) 

J a i>=i ^ °*-i ，- = i 

其中 = E ai - E a ^ . 由定理 4.4.1, 是投影算子，并且 

匕一 , ，〜 ] he ( v 】= o (z 

利用式 (4.4.6)、 式 (4.4.7) 两式得到 

^fgdEx = 2 Jj cifiidEx = 

— ( S #、.'•])( ^ \/^ Ex L ^ d ^ A， 

这表明当 / 和 g 都是阶梯函数时，结论 成立. 对任意 / 46C [>， 6 ], 存在阶梯函数列 
{/”} 和{《山使得 ll /”一/ ll — 0, ||仏一贫 II —0. 则 II/#”— / g II — o . 由上述结论 
(4) 得到 

f A r d£ A = lim [ f a g n dE x = lim( 「 /”d& f^„dE^) 

=lim f f a dE x lim f g n dE x = I* fdE x f\d£ A . 

fT^^> J a J a J a J a 

由于 / 与发可 交换，与可交换 • ■ 

注 1 设是[>，6]上的 谱系. 如果对 任意工 6仏记 h ( A ) = (£： A x ，： c ) •则 
〜( A ) 是0，幻上的单调增加的实值 函数. 因此 a x ( A ) 可以在 Borel 可测空间 
([ a ，6]， 现 ([ a ，6])) 上导出一个有限的测度 （ Lebesgue - Stieljes 测度），记为由极 
化恒等式，我们有 



第 4 章有界线性算子的谱 


155 


(E A x ， y) = + y) 9 j ： y) — (Ex (工 一： y) ， x — _y) + 

i(E A (jo + iy) 9 x + i,y) — \(,Ex (x— \y ), x — i ： y)] 

= 冬 ( 又 )— tt^yCA) + ictjc^iy (A) — la r-^CA)]. 

4 

令 

^x,y = -J- (A^r+y - ^x-y + ) * 

则 A,， 是 （[a，6], 飢[〜6]))上的复值广义测度，称为由 a^(A ) 导出的测度.若 
/(A) 是[〜6]上的有界 Borel 可测函数，则 /(A) 在 [a ,6] 上关于是可积的， /( A) 

在 0,6] 上关于仏,，的积分记为 J^/(A)d(E A :r,30, 该积分称为 Lebesgue-Stieljes 积 

分.若在定理 4.4.2 和定理 4.4.3 中将/换为上的有界 Borel 可测函数，将||/|| 
换为 II / IU , 则相应的结论仍然成立. 

4.4.2 自伴 算子的 谱分解 

设 A 是 H 上的自伴算子，则 A 2 是正 算子. 记 | A |= ( A 2 ) t . 显然若 A >0, 则 
| A |- A . 若 A <0, 则 |A |=— A . 再令 

A + = -^- ( IAI + A), A~ — ( |A I — A). 

则>\ =八 + — A - ，|A| = A + +A _ . 

定理 4.4.4 设 A 是 H 上的自伴 算子.伊和尸― 分别是 H 到 AKA+) 和 AKA-) 
的投影算子 .则： 

a ) 若 a 与:可交换，则 | a | ， a +， a - 都与： r 可交换. 

(2) 若 A 与自伴算子 S 可交换，则 P +， 都与 S 可交换. 

(3) 成立以下等式 

A + A~= A ~ A ^= 0. 

A + F ^ = A ~ P -= 0. 

A f P-= A、A-P+ = A". 

AP + = 一 A 、 AP-= 

(4) |A| , A+, A- 都是正算子，并且 A, A->- A. 

证明 （1) 由于 A：T= : TA , 故 A 2 ：T=：TA 2 . 根据定理 4.3.6, |A| 与了可 交换， 

从而 A+, 都与 丁可 交换， 

(2) 由于 AS = SA, 由上述 （1) 的结果有 A + S - SA + . 对任意 xeH , 由于 
F ^ xeNCA ^), 故 A + S 尸 +:r = l SA + F f < r = 0, 从而 SPSeN ( A 十）= R ( P ^). 这表明 
R ( SP + ) 匚尺 （P+)， 因而 P + SP + = SP + . 于是 


(4.4.8) 

(4.4.9) 

(4.4.10) 

(4.4.11) 
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P + S = ( SP*-)* = (F^SP 4 *)* = F f SP + = SP 十. 

这就证明了 /^与5 可交换.类似地可以证明尸_与 S 可交换. 

(3) 由结论 （1) 知道 |A| 与 A 可交换.直接计算知道 A+A〜=A-A+=0. 因此式 
(4.4.8) 成立. 

对任意工€片， P + xeN(A + ), 因此 A f /^x = 0, 这表明 =()• 类似地可以 
证明 A_P，=0. 因此式 （4.4.9) 成立. 

对任意 由式(4.4.8)， A- A + x = 0. 因此 A f ieN ( A -> = R ( P —), 因而 

P ~ A + x = A + x . 这表明 P ~ A + = A +. 于是 

A + P ~= 十） • = ( A + ) - = A +. 

类似地可以证明 = A' 因此式 （4.4.9) 得证. 再利用式 （4.4.9) 和式 （4.4.10) 得 
到 

AP^ = (A+—A-)P^ =-A~P f =—A_, 

AP~= (A + 〜 -= A + F-= A + . 

(4) 由定义即知 0|>O. 由于 A 与 I 川可交换，由结论 (2) 知道尸-与 |A| 可交 
换. 利用推论 4.3.7 知道彡 O. 利用式 （4.4.9) 和式(4.4.10)，得到 

A + = A + P*= (A + +A-)P-= \A\P~^ 0. 

类似地可以证明 A _>0. 最后 

A 十 一 A = A - >0, A ~= (-A) + ^~A, ■ 

下面的定理是本节的主要结果，自伴算子的谱分解定理. 

定理 4.4.5 (谱分解定理） 设了是 H 上的自伴算子， m 和 M 如式 （4.3.3) 所定 
义. 则存在 [ m，Af] 上的谱系{&}，使得 

^ = f ^ dE x . (4.4.12) 

J M —0 

其中广 Ad & 表示厂 AdF A ( e >0). 

J nt—O J jn—€ 

证明 若?》 = M ， 则由 m 和 M 的定义容易推出了 = 772 厂此时令 

fO, A ■< m, 

£ H 、 

[1 ， m , 

容易验证 {&} 是谱系，并且式 (4.4J2) 成立. 

现在设 tw <M 对任意; leR 1 ， 记 A, = T-A, P? 是 H 到 AKAf) 的投影算子. 
令 

0， A < ???, 

Ex = < Ft ， m ^ A <C M y 
.11 A ^ m . 
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我们验证是 [ W ， M ] 上的 谱系. 先验证 {&} 是单调增 加的. 为此只需证明当 
A , 时， E x < E ,. 利用定理 4.4.4 中的 （3) 和 （4) 得到 

A ； Ar-AJAJ = AJ(AJ-AJ) = A；(AJ - A ； + A；) 

=AJ (AJ 一 A ,,) ^ AJ ( Aa — A ^) 

=( a ^- A)AJ >0. 

因此对任意 

(AJAtx *x) ^ (AJAJx,j:) = || AJx || 2 . 

这推出若 Atr = 0,则 A > = 0, 从而 N ( M ) CIN ( AJ ). 此即尺 (&) 因 

此 £a < 

再证明右连续性.只需证明当 AeO , M )， A „| A 时， Ey - E A ： r ( xeH ) •记 
B n = E, % -E xy 则{氏}是单调下降的正算子.与单调上升的情形类似（参见定理 
4.3.5(5)的证明），可以证明对任意 o ：6 H，fir = limB # 存在，并且我 

们证明 B = 0. 

由于 & < ，因此 ExEx n — E 、 E X = E x . 于是 

E 、 B n = £x n (E 、 一 Ex') = E、— Ea = B„. (4.4.13) 

由于'与烏可交换，由定理4.4.4(2)知道£<与 A , 可交换.再由定理4.4.4(1)知 
道与 A a + 可交换.由推论 4.3.7 知道 >0. 类似地， Ar,(l —&)>()• 利用 
式 (4.4.13) 和式 (4.4.11) 得到 

= A ， xE^ 一 Ex') = A.xEx n — A.xExEx n 

=(A a -f- Ar ) Ex h = ME^ ^ 0 (4.4.14) 

A a B„ = A, E x (E a -E a ) = A a E x (1-E a ) 

n n n n n n 

— Ar (1- E ,)<0. (4.4.15) 

综合式 (4.4.14〉 和式 (4.4.15) 得到 

AB „ < TB„ < X n B n . (4.4.16) 

令 《 — 00 ， 得到 T!B = AB . 因此 AxB = ( T 一 X)B = 0. 在式 （4.4.13) 中令 w -► oo , 
得到 = 0. 于是利用式 (4.4.11) 得到 

AtB — (A a - f - A 7 )B = AjB =— A a E a B = 0. 

这表明尺 ( B ) C ； V ( A |)=_ R (瓦） • 从而 B = = 这就证明了 {&> 是右连续的， 

从而 {&} 是 [ m ， Af ] 上的谱系. 

再证明式( 4 丄12) 成立. 设 e >0. 对 [ m _ e ， 的任一分割 

m — e = X Q 1 又 "= M ， 

由式 (4.4.16) 知道成立 ， 

又卜 1 (E 、一 仏卜 】 ） < TiE 、一 E 、）（ ^kiEx k — Ex^ ). 
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将上式求和，注意到 J ；(£： d ) = — £_ = 1，得到 

E A *-i 一 ) < T < & 一 E v ,) • 

*=i *=-1 

因此对任意 : rGH 

n ” 

Z 久卜 i ((E At x 9 x') — (.E x ^ XfX))^ (Tx 9 x) ^ ^A k (CEx k x f x) 一 （£^ 工 ， ：)）• 

*-i * *=i 

在上式中令 W = max (々一 Ah ) —0, 其两端的极限都是 

(Tx 9 x) = [ AdCE^j ： *x> » xG H. 

J m—€ 

由算子的极化恒等式，这蕴含对任意 x ，： yeH ， 成立 CTa :，： y ) = f " Ad ( E A x , y ). 因此 

J tn—£ 

T = T Ad£,. 这就证明了式 (4.4.12) 成立. ■ 

J f»r—c 

定理 4.4.5 中的式 (4.4.12) 称为 了的谱 分解，其中的 { E ,} 称为 r 的谱系. 

若/ >(0 是一多项式， TeB ( H )， 在 §4.1 中我们已经定义了 p ( T ). 若 了是自 
伴算子，利用自伴算子的谱分解，我们可以对连续函数/,定义有界线性算 
子/ ⑴. / 

定义 4. 4. 3 设 r 是 H 上的自伴算子， m 和 M 如式 （4. 3. 3) 所定义 ， T = 

Ad £： A ST 的谱分解.对任意 / eC [ m ， M ], 定义 

/( T ) = T /(A 風 • 

J iW—0 

称映射 /— /(丁)为关于 T 的算子演算. 

由定理 4.4.3 所述的谱积分的性质，立即得到算子演箅有如下 性质： 

定理 4.4.6 设： T 是 H 上的自伴算子， m 和 M 如式 （4. 3. 3) 所定义， f 9g e 

C [ w ， M ]. 则： 

(1) 线 性性： 若 a ,#6 K ， 则 

( af + PgXT ) =«/( T )+~( r ). 

(2) 压 缩性:||/( T ) IK 11/ II . 

(3) Hemiite 性： </<T))* = /(T). 

特别地，若 / 是实值的，则/(了>是自伴算子. 

(4) 连 续性： 若 {/ n } CZC [ a ,«, II /. — /II — 0,则 

ll/n(T)-/(T) 11 — 0 —oo). 

(5) 可交换性；/(丁）与 g ( T ) 可交换，并且 (/ g )( T ) = /( T ) g ( T ). 

(6) 若 /(A) 三 1,则 /(T) = 1•若 /U) = 则 /(T) = T. 



[A cKE ^ o : , x ). 因此 
J m—c 
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证明结论 （1) 〜 （5) 就是定理 4.4.3 中的 （1) 〜 （5) 、结论 （6) 是显然的. ■ 

特别地，若/(0=办+«4+… + W 是一多项式，由定理 4,4.6 的结论（1)， （5) 
和 （6) 得到 / CT ) - a 。+ ttl T + …+^了'这与 §4.1 中定义的 p(T) 是一致的. 
利用算？演算，可以从给定的自伴算子 了构造 一些具有特定性质的算子. 

例3 设丁是 H 上的自伴算子.则丁是正算子当且仅当沁了） C=[0, oo). 
证明设 r 是正算子.则 

771 = inf { (Ar ， x ) ， \\x\\ = 1 0 ： 

根据定理 4.3.4, J (7’）<=[>, Af ] C ：[0, oo ). 反过来，设 〆 DCZ.[0, oo). 则 f ( A ) = 

4" ec [0, oo ). 令 s = /( T ). 根据定理 4.4.6 的结论 （ 3 )， S 是自伴 算子. 由于 
(/( A )> 2 = A , 由定理 4,4.6 的结论 (5) 和 （6)， 得到 


S 2 = /( T )/( T ) = ( f 2 )( T ) = T . 

于是对任意 xeH ，( Tr , x ) = ( S 2 x , x ) = CSr , Sx ) >0. 因而丁是正算子. ■ 

例 4 设: T 是 H 上的自伴 算子. 令 /( A ) = e A . 将 /( T ) 记为 e T . 另一方面，由 
于 


因此算子幂级数 If 定义了一个有界线性 算子. 我们证明对每个正 

«=o n • 71 • 

整数《， 令/ •(》）= rr* 则/ 在上一致收敛于 /( a )， 即 ||/ w -/|| —o. 

A = 0 R • 

根据定理 4-4.6 的结论(4)， ||/,(T> 一 /(DII — 0•即 

e r = Jini/ n (T) = lim j-r = 1 + 了 + g + … + + … • 

” *oo 6 1 n ! 

习题 4 

以下设 X 是复 Banach 空间. 

1. 设 AdeBCX ). 证明： 

(1) 1 一 AB 可逆当且仅当1 一 BA 可逆. 

<2)若 A 关0,则 A 6 WAB ) 当且仅当 Ae ^ BA ). 

提示： 若1 一 AB 的逆为 C , 则 1 + BCA 为1 一 J 3 A 的逆. 

2. E 是欠的线性子空间， A 6 B ( E ), A 6 BCX ), 并且 A 是 A 的延拓. 证明： 

(1) (J p iA) e^(A). 

(2) 对任意 有 N ( A - A ) eN ( A ^ A ). 

3. 设 AeB ( X )， A 是 A ” 的特征值，证明 A 的 n 次方根中至少有一个是 A 的特 
征值. 
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4. 设 〆 0是 0,6] 上的有界可测函数.定义 

A ： L 2 [ a *6] -► L 2 [ a ，6]，( Az )( f ) = a ⑴ x ⑴. 

证明 Ae ^( A ) 当且仅当 mE ( a ( f ) = A ) > 0. 

5. 设 AGB(X) ， A ， 证明 

R a (A) — K,(A) = C/i-A)R A (A)R/A). 

6. ® A6B(X). 证明 lim ||(A — A)— 1 || = 0. 

I A| —«o 

7. ® AeB ( X ) 是可逆算子，证明 ( J ( A M ) - { A - 1 ： Ae ^( A )}. 

8. i 5 A 6 B ( X ). 证明 a ( A ) = (7( A -). 

提 示：用了代替 A — A ， 只需证明 了可 逆当且仅当： T •可逆.利用逆算子定理和 
习题2中第57题的结论. 

9. 设 AGB ( X ) ， A 2 = A . 证明 cr ( A ) CI {0，1 }• 若进一步 A > 0或 1，则 < r ( A ) 

= { 0 , 1 }. 

10. 设 A ， BeB ( X ). 证明 r ( AB ) = KBA ). 

n. 设 并且 AB = BA. 证明 KAB) <KAMB). 

12. 设 A 6 BU ), a € C ， 々是正整数.证明 

r ( ffA ) = | a | r ( A ) » r ( A *> = r ( A )*. 

oo 

13. 设 AefKX )， 幂级数入的收敛半径为尺. 证明： 

oo 

(1) 若 r ( A )< i ?, 则级数乏 >„ A ” 绝对 收敛. 

i»=i 

oo 

(2) 若 r ( A )> R 9 则级数发散. 

n= 1 

提示： 厂 1 - US \ a n \K 

ir^oo 

14. 设 { O 是有界数列， 1</>< oo . 定义算子 

A : l fi — l P ， A(xi tX 2 ♦•••)= (又 ，又 2 工 2，•••）• 

证明： （1) 〜 （ A ) = { A ”}. <2) ct ( A ) = TAJ . 

15. 设 A : C [ a ，&] — C [ a ，6]，（ Ar )( t ) = a (0: c ( t )， 其中 a (06 C [ a ，6]. 证 
明 

a ( A ) == { a ( r ) 

16. 设 A : C [0» 2 tt ] -► C [0，2 tt ]，( Ar )( i ) = e u x ( t ). 证明 o { A ) == {A ： | A | — 1}. 

17. 设 A : C [0，1]-► C [0，1]，( Ax )(0 = f x { s ) ds . 证明 a p ( A > = 0, a ( A ) = {0}. 

Jo 

18. 设 A : Z 2 ，…） =(0，。 ，专，警, …). 证明 A 是紧算子，并且 

o p iA ) = 0, a ( A ) - {Oh 

19. 设 AeB ( X )， 并且存在正整数 〜使得 A " 是紧 算子. 证明 〆 A ) 至多是可列 
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集，0是 〆 A ) 唯一可能的 聚点. 

20. 举出例子 AeB ( X ), 使得 但 11 A " # —0. 

21. 设 K 是 C 中的非空 紧集. 证明存在 AeB ( r ), 使得 〆 A ) = K . 

提示： 设是 K 的可列稠密子集.作出一个使得 U ,} e ^( A ). 
以下设 H 是复 Hilbert 空间. 

22. 设 A 是 H 上的正规 算子. 证明 KA ) = || A ||. 

23. 设 =- A . 证明 WA ) C ； iR . 

24. 设 A 是 H 上的正算子.证明 1+ A 可逆. 

25. 设 A 是 W 上的自伴算子.证明1 士 iA 可逆. 

26. 设 AeB ( H ). 证明 A >0当且仅当存在 TeB ( H ), 使得 A = T . T . 

27. 设 A ， B 6 B ( H )， 0< A < jB . 证明 A 1/2 <5 1/2 . 

28. 设 A 是 H 上的正算子.证明 || A 1/2 || = HAT 2 . 

29. 设 A 是 H 上的紧自伴算子.其谱分解为 

oo 

Ax = ^ 2 X n { xre „) e nf 

«*«1 

其中 {<} 是 A 的非零特征值，…，是相应的特征向量组成的规范正 
交序列.证明4|= || AH , 并且 

= sup {|| Ar || : x 丄《 1 ， e 2 ，“.， e ”，|| x || = 1} (n = 1, 2, …）. 

30. 设是有界实数列， <6. 在 Z 2 上定义 A ( oi ，々，•••）=，•••)• 
对每个 A 6 R 1 , 令 


■& (工1 ，工2，…）= (工1 ，工 2 ，…，工*，（)，•••）， 

其中々 = m a x{f : A f < A } (当 {f = 0 时令 & =0). 证明 {&} 是 [ a ，6] 上的 

谱系. 并且 A = £ Ad &. 

31. 设 A : L 2 [“， 6] — L 2 [a，6] ， （Ar)(i) = 证明： 

(1) A 是自伴的，并且\(了）= 0， < j ( T ) = [“,6〕. 

(2) 设 {£'} 是 §4.4 例 2 中定义的谱系.证明 A = |]a d£,. 

32. 设 A 是 H 上的自伴算子 ，此4)匚（0, oo). 证明存在： TeB(H)， 使得 A = e T . 

33. 设 a 是 h 上的自伴算子， /ecc-oo, 00)，并且 /(A)>oae (—00, oo)). 
证明 /(A) 是正算子. 
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第5章* 拓扑线性空间 


拓扑线性空间是比赋范空间更一般的空间.与赋范空间一样，在拓扑线性空间 
中既有线性结构，又有拓扑结构，而且这两种结构有内在的联系.与賦范空间不同， 
拓扑线性空间上的拓扑不一定可以由一个范数导出.研究拓扑线性空间的意义在 
于，一方面赋范空间中的许多结果可以推广到拓扑线性空间中.另一方面确实有这 
样一些空间，在这些空间上自然的拓扑不能由一个范数导出，这些空间不能纳人赋 
范空间的理论框架内.因此有必要研究更一般的拓扑线性空间的理论. 

在这一章中我们简要介绍拓扑线性空间的一些基础知识.当然在介绍拓扑线性 
空间时，需要一些点集拓扑的基础 知识. 我们在 §5.1 中列出了一些基本概念.读者 
可以在拓扑学的专门教材中找到更详细的介绍. 

§ 5.1 拓扑线性空间的基本概念 

5.1.1 拓扑空间的基本概念 

定义拓扑有各种等价的方法.在距离空间中，我们是先定义邻域，再定义开集， 
定义拓扑空间也可以采用这种方法.但是也可以直接定义开集，然后定义邻域. 

定义 5.1.1 设 X 是-•非空集.如果 r 是 X 的子集构成的集族，满足以下 条件： 

( 1 ) 0 , xer ； 

(2) r 中的任意个集的并集仍属于 q 

(3) r 中的有限个集的交集仍属于 r , 

则称 r 是 X 上的 拓扑. 称二元组合 （ X ， r ) 为拓扑 空间. 称 r 中的集为开集. 

在不引起混淆的情况下，拓扑空间 （ X , r ) 可以简写为 X . 

定义 s.i.2 设 x 是拓扑空间， xex . 

(1) 若 U 是包含: c 的开集，则称 U 为: c 的邻域. 

(2) x 的邻域的全体称为: r 的邻域系，记为 

(3) 若这 U ) 是呶 x ) 的一个子族，并且对每个存在 V 6 深(: c ), 使得 
Vet /, 则称勿 Cr ) 为 x 的邻 域基. 

例1设( X ，心是距离空间， r 是按照定义 1.4.1 中的方式定义的开集的全体，则 
^满足定义 5丄1 中的 （1) 〜（3)，这个拓扑称为由距离导出的 拓扑. 因此距离空间是拓扑 
空间. 如果按照这里的方式定义邻域，则 [/( u ) = {y : c /(： y ， x ) < e } 也是: c 的邻域. 
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这种邻域也称为球形邻域 • 显然您(: r )= {[/( U ), e >0} 是 _ r 的邻 域基. 此外 
1,2,… } 也是: t 的一个邻域基.由这个例子知道赋范空间也是拓扑 

空间. 

定义 5.1.3 设 X 是拓扑空间， ACIX . 

(1) 若是开集，则称 A 是闭集. 

(2) 包含在 A 里面的最大的开集称为 A 的内部，记为 A°. 

(3) 包含 A 的最小闭集称为 A 的闭包，记为 

(4) 若 A 的任一开覆盖，存在有限的子覆盖，则称 A 是紧的. 

定理 1.4.5 在拓扑空间中仍然成立. 

定义5.1. 4 设X是拓扑 空间. 若对任意 x 关: y ， 存在工的邻域和 
: y 的邻域 R ， 使得 U x f ] U y ^ 0. 则称 X 是 Hausdorff 空间. 

设/ 是一半 序集. 若对任意存在巧/,使得 a < y , 0< y . 则称/为定 
向集. 设 J 是一定向集，X为一拓扑 空间. 从 J 到X 的映射称为 X中的一个网， 
T 己为 {*3^ } _ 

定义 S.1.5 设{义}泊是拓扑空间 x 中的网， ^ex. 若对I的任一邻域 v, 存 
在芦 G /，使得当沒时 : c a € V"，则称 {x a } 收敛于 j : ，记为 :c a — 工或 limo: a = X . 

cr 

显然序列是网的特殊情形.在一般的拓扑空间中，收敛的网的极限不一定 
是唯 一的. 但是在 Hausdorff 空间中，收敛的网的极限是唯一的. 

我们知道在距离空间中，由邻域描述的拓扑概念与定理可以利用序列给予等价 
的 刻画. 但在一般的拓扑空间中，序列要用网来代替.详细的讨论这里从略. 

定义 S.1.6 设X, Y 是拓扑空间， — Y 是X到 Y 的映射. 

(1) 设工€兄若对于: Tr 的任一邻域V, 存在: c 的邻域(7,使得了07) C= V,则 
称了在 x 处连续. 

(2) 若了在X上的每一点处连续，则称: T 在； C 上连续. 

下面的定理 5.1.1 可以与在距离空间中一样地证明. 

定理 s.i.i 设X， y 是拓扑空间，：是 x 到 y 的 映射. 则： T 在X上连 
续的充要条件是，对于 Y 中的任一开集 A，l-UA) 是X中的开集. 

定义 S .1.7 设 X, Y 是拓扑空间.若存在一个一对一的映上的映射: T:X^Y, 使 
得丁和 T- 1 都是连续的，则称X与 Y 是同 胚的. 此时称 r 是X到 y 的同胚映射. 

5.1.2 拓扑线性空间的定义 

在本章中将频繁地使用下面的记号(实际上在 §1.2 中已经引人) • 设X是一线 
性空间，其标量域为 K. 设 AjC： AT，AeK, 记 

A + B = <x-h y ! x6A,y6B}, AA = {kx *-x^A}. 

特别地，若记 
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“十 {a sc • x GiA }, a — A — {a — x ^：A }. 

定义 5.1.8 设 X 是线性空间， r 是 X 上的拓扑.若按照拓扑 r : 

(1) X 上的每个单点集 U } 是 闭集； 

(2) X 上的加法和数乘运算是连续的. 

则称 r 为 X 上的线性拓扑.称； C 为拓扑线性空间，记为 （ X ， r ) 或简记为 X . 

注1在拓扑线性空间的定义中，有的作者不要求上述条件 （1). 但在拓扑线性 
空间理论中，许多定理需要这个条件，并且在绝大多数的应用场合这个条件是满足 
的.因此加上这个条件是合适的. 

现在给出定义 1.5.1 中的条件 (2) 更详细的描述.所谓 X 上的加法运算连续是 
指， XXX 到 X 映射 z 十: y 是连续的：即对任意:对 : r + ： y 的任意 
邻域 V ， 存在 x 的邻域％和 y 的邻域 V 2 ，使得 

V 、 +v 2 c: v. 

所谓 X 上的数乘运算连续是指， KXX 到 X 映射 — «: r 是连 续的： 对任意 
«6 K , xex , 对的任意邻域 V ，存在占>0和 JC 的邻域 L 7, 使得当糾<占时 

pUdV . 

设 A ： 是线性空间， X 上的距离 d 称为是平移不变的，若对任意 X ，： y ， zex 成立 

dix -\- y -{- z ) = dix ^ y ). 

定义 5.1.9 设 ( X ，0 是拓扑线性 空间. 

(1) 称 （ X ， r ) 是可距离化的，若拓扑 r 可以由 X 上的一个距离 cf 导出. 此时称 r 
与 J 是相容的. 

(2) 称 ( X ， ir ) 是 F - 空间，若拓扑 r 可以由 X 上的一个平移不变距离 d 导出，并 
且 X 关于距离 d 是完备的. 

(3) 称 （ X ， r ) 是可赋范的，若拓扑 r 可以由尤上的一个范数|卜 || 导出.此时称 r 
与|卜|1是相容的. 

注2 若线性空间 X 上的拓扑是由一个距离导出的，则加法和数乘的连续等价 
于当 X ” — oc ^ y n y 和标量序列 -> a 时， x n y „ x + y 9 a ft x n -► ax . 

例 2 设 X 是赋范空间 • 根据定理 1.2.1 ，当 a — ^和标量序列〜 — a 时， 

y n x y , a „ x n ax . < 

这表明 X 上的加法和数乘按照由范数导出的拓扑 r 是连续的.从而 （ X , r ) 成为拓扑 
线性空间.因此赋范空间是拓扑线性空间的特例. 

例3 空间 £/[0，1](0 < p < l ). 设0 < /> < 1，1/[0，1]是在 [0,1] 上 /> 次方 
可积函数的全体.由于 0< p < 1，当 a , 时 

ia + b) p = a (a + 6> 产 1 +6 (a + 6> 卜 1 ^ a p + b p . (5.1.1) 

由此知道1^[0，1；1关于加法和数乘运算是封闭的，因而是线性空间.将 i /[0， l ] 中 
两个几乎处处相等的函数等同起来.令 
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利用式 (5.1.1) 推导出 

d ( f ， g ) < d ( f ， h ) + d ( h ， g 、， /^ t h 6^[0, l ]. 

因此 d 是1^[0，1]上的距离.显然 d 是平移不变的.于是 Z /[( M ] 成为距离空间.设 
f ” 一 f ， g ” — g . 则当 w — 时， 

4- gn t /+g) = |j/« + g„ — f~ g\ P dx 

< J 。 1/” 一 /^dx+ |jg w - g|M: — 0 ， 

于是入 + A—/+f 根据上述注2,这说明加法运算关于由 d 导出的拓扑 r 是连续的. 
类似地可以证明数乘运算也是连 续的. 因此1/[0,1]成为拓扑线性空间.与/>>1的情 
形一样可以证明是完 备的. 因此是 F - 空间. 

例 4 设 C(R) 是实数集 R 上的连续函数的全体所成的线性空间.令 


cKx , y ) — 


sup 

»€R 


— ; y(g)l 

1 + | o :(?) •— 3 ^( f)j 


x , yeC ( R ). 


容易证明 d 是 C(R) 上的平移不变距离.但 C(R) 关于由 d 导出的拓扑 r 不是拓扑线性 


空间. 事实上，令: = ■，则 ％ — 若数乘运算是连续的，则应有 — 

0 -X = 0. 但是当 M -► OO 时 


cUa n x *0) 


sup 

<eR 


1 + |^(^)| 


艺 I 


sup 


> 


1 + -M 1 + T - 


n 


这说明数乘运算不是连 续的. 因此 C(R) 关于拓扑 r 不是拓扑线性空间. 

在 §5.2 中将给出更多的拓扑线性空间的例子. 

设 X 是拓扑线性空间.对每个 aGX 和标量 A #0,平移算子 I ；和数乘算子 
分别定义为 

T a (x) — a + X, M x ix) = Ax (: c^X). 

定理 5.1.2 7； 和是 X 到 X 的同胚映射. 

证明显然7；:入― X 是一对一的映上的 • 由拓扑线性空间的定义，加法运算是 
连续的.于是对固定的心映射7； ::r —a + x 关于: c 也是连续的.由于 7 T 1 == 71 a ， 故 
: TT 1 也是连续的.这就证明了 7；是同胚映射.类似地可以证明純是同胚映射. ■ 
因为同胚映射将开集映射为开集，因此得到如下推论. 

推论 5.1.3 设 （ X , r ) 是拓扑线性空间 ， A ( Z 兄则： 

(1) 对任意 aGX ， A 是开集当且仅当 a + A 是开集（此时称 r 是平移不变的). 

(2) 若 A 6 K ， A ^ O , 则 A 是开集当且仅当; IA 是开集. 
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在 （1) 和 （2) 中将开集换为闭集，相应的结论同样成立. ■ 

利用推论 5.1.3 立即知道，在拓扑线性空间中， V 是0点的邻域当且仅当工+ V 
是点的邻域.因此若 收和现 分别是0点的邻域系和邻域基，则对任意 xeX ， ： r 的 
邻域系和邻域基分别是 

= { x-\-u -- ue % ^ d = {x + v : ve ^>. 

因此， o 点的邻域基确定了任意一点的邻域基.若 A 是 X 中的开集，则对任意 : A 
是工的邻域.因此存在 Vj 劭使得 o : + Vi 匚 A . 于是 A = UwU + Vi ). 这说明 X 
中的开集恰好是沒中的元经过平移后的并.于是 X 上的拓扑由0点的邻域基深确定. 
因此我们有下面的定义. 

定义 5.1.10 设 X 是拓扑线性空间.称0点的邻域基为 X 的局部基. 

回顾凸集的定义，若对任意: r ,： yeA ， 当0<£<1时，总有 £r + (l — t )： yeA ， 则 
称 A 是 凸集. 换言之，若当 0< f < l 时，总有 d + (l — OACZA , 则称 A 是凸集. 
以下定理列人了拓扑线性空间中关于闭包和内部的一些事实. 

定理 S .1.4 设 X 是拓扑线性空间， A ， B , CCX •贝!1: 

(1) 对任意 AeK ， 有 AA =汉. 

(2) 对任意 A 6 K ， ；1关0，有/^° = ( AA )°. 

(3) A-h BC ： ATB. 

(4) 若 C 是 X 的凸子集，则 C * C ° 也是. 

证明 （1) 若 A =0, 则 AS = XX 显然 成立. 若 A 共0,根据推论 5.1.3 知道 AA 
是 闭集. 又由于 CIAA , 故 I ^ TciAA . 将这个包含关系应用到 A - 1 和得到 

A = T =t Xa cz a -1 AA. 

于是 AAdH 这就证明了 

(2) 由于 A >0, 由推论5丄3知道 AA ° fi 开集.又 AA ° CM ， 故 M ° C ：( AA )°. 将 
这个包含关系应用到 A *" 1 和 AA 得到 

A - , ( AA )° C ： ( A - UA )° = ( A )°. 

于是 ( AA )° CZM °. 这就证明了 AA °= ( AA )°. 

(3) 设 A，：ye S . 由于加法的连续性，对尤+ ^；的任意邻域 V ，存在 o : 的邻 
域 K 和: V 的邻域匕，使得 V ^ + V ^ CV ". 由于 ： ce 互， ： y € S ， 故 V , PI A 关0,设 

n A ，：/6 V % n 则 x / + y e v x + v > c y . 这表明 V 门 （A + B ) 关 0. 
因此 x + ： y 6 ST ^. 从而 A + Bd ^ jTB . 

(4) 设 C 是 X 的凸子集.则当 K [0，1] 时 ， tC + ( l —?) CCC . 利用结论 （1) 和 
(3) 得到 

tc -\- a ^ t ) C = tc -{~ a - t ) Ccztc - j - a - t)ccza 

因此 e 是凸集 • 因为0°匚 C , 当 re [0, l ] 时， 



第 5 章拓扑线性空间一 


167 


tC ° + (1 - t ) C ° dtC + a - t ) C ( ZC . (5.1.2) 

由于 rC° 和 （1 一 t ) C ° 都是开集，故 fC° + (1 — t ) C ° 是开集.既然 c° 是包含在 C 中 
的最大开集，由式 (5.1.2) 知道 tC° + <l — t)C°(ZC°. 这表明 C° 是凸集 .■ 

5.1.3 分离定理 

引理 5.1.S 设X是拓扑线性 空间. 则对0点的任意邻域V，存在0点的一个邻 
域以，使得以是对称的（即一 = 并且 LT + L/C V. 

证明 由于0 + 0 = 0,根据加法的连续性，存在0点的邻域％和 V 2 , 使得 
W + V 2 C V •令 

= v , n v 2 n (一 w ) 门（一込）， 

则 G 是0点的邻域.显然 I；是对称的，并且 LZ + L/CZV^+KCIV. ■ 

定理 5.1.6 (分离定理）设X是拓扑线性空间， AjCX 若 A 是紧的， B 是闭 
的，并且 A 门 B = 0 , 则存在0点的邻域V,使得 

(A + VO 门 (B + V) = 0. 

证明 若 A = 则 A + 此时定理的结论显然，现在设 A 关0.设 

• reA 由于 B 是闭集，并且：故存在0点的邻域使得 Cr+WO 门 B = 0 .根 
据引理5.1.5,存在0点的对称邻域17,使得 L7 + 1/ CW . 再对17利用引理 5.JL5, 存 
在0点的对称邻域V，，使得 Vi+K CIU. 于是 

V x +V x +V x C (V^H-VJ + CV.+V,) eL/ + t/(Z 
于是 x + R+V r +V x C：；c + W, 从而 

( X + V x + V x + V x ) fl B = 0. 

这导致 

U + V x + V x ) n (B + V x ) = 0. 

事实上，若存在: yeU + V x +\^> H (B+V,)， 则 

y = x +Vi-^-v 2 = z + %， 

其中由于 V, 是对称的，故一 ％ e V" x . 于是 

y — 巧=+ 巧 +扔 + (―巧 ） € ：*： + R R 十 

同时: y —v 3 = 这与式 （5.1.3) 矛盾.故式 （5.1.4) 成立. 

所有形如 : c + V ^ 的开集构成 A 的一个开覆盖 • 既然 A 是紧的，存在:心 ，…， 
工 ”6 A ， 使得 A 匚 Ca + V,】）U (工 2 + V X2 ) U … U U *+ V \). 令 V = \^ n V , 2 
fl …门 \ ，则 

a + vey (a +v^.) + v u t + v + V) c：u (x, + v x . + v,). 

i*=i 1^1 f • 


(5.1.3) 

(5.1.4) 


(5.1.5) 
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由于式（ 5.1.4) ，并且由于 VCV ^， 有 

(x + V Xj +V Xf ) n (B + V) - 0, i= 1 ， 2, 

于是 

( 0 U+t 十 V%)) PI (B + V) = 0. 

由于式 （ 5.1.5), 更加有 (A + V) H (B + V) = 0 . m 

注意到定理 5.1.6 中的 A 十 V 是包含 A 的开集，事实上，由于 A 十 V == UxeA U 十 \0 ， 
因此 A + V 是 开集. 又焱= 4 + 0(=4 + \^同理 B + V 是包含 B 的 开集. 因此定 
理 5.1.6 表明 A 和 B 可以用不相交的开集分离. 

推论 5.1.7 (1) 拓扑线性空间是 Hausdorff 空间. 

(2) 设颂是拓扑线性空间X的局部基.则对每个1/6頌，存在颂，使得 7(=17. 
证明 （1) 设关: y . 对{：1：}和5= {：y} 应用定理5.1.6,存在0点 
的邻域V，使得(: c + V) 门 ( y - hV ) = 0 . 注意到: r+V 和: y+V 分别是: r，：y 的邻域， 
故结论 （1) 成立. • 

(2) 设176 汍 令 {0}, B = 则 A 是紧的， B 是闭的，并且 A 门 B = 0. 
根据定理 5.1.5, 存在 0 点 的邻域V，不妨设 ve 逆， 使得 

V 门 (B + V) = (A + V) D (B + V) = 0. 


这表明 Vd(B + VO c . 因为 B + V 是开集，故 (B + \ O c S 闭集.从而 

VCZ (B + V ) c CB c = 17. ■ 

5.1.4 平衡集吸收集 

定义 5.1.11 设 A 是线性空间 X 的子集. 

(1) 若当 a eK， X 1时 ， aA C A , 则称 A 是平衡的. 

(2) 若对每个 xfX ， 存在某个 f >0,使得: t 6« A ， 则称 A 是吸 收的. 

例如，在一维复线性空间 C 中，全空间 C 和以0点为中心的圆盘（开的或闭的） 
是平衡的，并且只有这些集是平 衡的. 在 R 2 (将其视为二维实线性空间）中，每个以 
(0,0)为中心的线段都是平衡的（但这些集作为复空间 C 的子集不是平衡的）. 

注3 (1) 以后会经常用到平衡集的一个简单性质:若£:是平衡的，则当并 
且 a </? 时， aECZpE. 事实上，由于 0 O /9- 1 <1,故 M - 1 £：〔£■•因此冗匚座. 
(2) 显然每个吸收集必须包含0,否则对任意 t > 0 , 0 ^ tA . 

定理 5.1.8 设 X 是拓扑线性 空间. 

(1) 若 A 是 X 的平衡子集，则 S 也是. 若还有 0 eA °, 则 A ° 也是. 

(2) 0点的每个邻域是吸收的. 

证明 （1) 由于 A 是 X 的平衡子集，因此当 | cr |< l 时 ， M CZA . 于是 
«A CA . 这表明 A 是平衡的.现在设 06 A °. 则当时， oA °= {0}〔 A 。. 
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当0< | a |< l 时， M ° CaACA . 因为《义°是开集，故 aA °(= A °. 这说明 A ° 是平衡 
的. 

(2) 设 V 是0点的邻域.对任意固定的 xeX ， 由于数乘运算的连续性，当0 
时， 《 —0. 于是存在攻>0,使得当 | a |<^0 tao ：6 V . 于是当 f >0, t ~\ <占时， 
此时 iGV . 因此 V 是吸收的. ■ 

定理 5.1.9 在拓扑线性空间 A ： 中： 

(1) 0点的每个邻域包含一个平衡的邻域. 

(2) 0点的每个凸邻域包含一个平衡的凸邻域. 

证明 （1) 设[/是0点的 邻域. 由于 0.0 = 0,并且数乘运算是连续的，存在 
夕>0和0点的邻域 V ，使得当 | a |<$ 时， aVCZU . 令是所有这样 
的 aV 的并，则 W 是0点的邻域，并且 W 匚 LT . 对任意 A 6 K , | A |< 1，因为 
| Aa |< | a | <心因此 


AW = U AaV 匚 U « V = W. 

\a\<9 H<« 

这表明 W 是平衡的. 

(2) 设 (7 是 0 点的凸邻域.令八=门— PL /. 仍像 （1) 中选取因为 W 是平衡的， 
当 | a |= 1 时， aWdW, a~ l W(^W. 故 a -1 W = WcLT . 于是 WdaLJ , 从而 WcA . 
因为 W 是开集，故 WCIA ° ，从而 A Q 是0点的邻域.由于 ACLT ， 故 A ° CIL ；. 由于 A 

是一些凸集的交，故 A 是 凸集. 根据定理5丄4, A ° 也是凸的.下面证明八°是平衡的. 
对任意 A 6 K , 1又|<1,又可以表为义= 4,其中0<7«<1,|0| = 1.我们有 

AA = rpA = pi r^aU = fl ra U. (5.1.6) 

l«l |«1 = 1 

由于是凸集并且对任意 

rax = rax + (1 — r) • 0 € aV. 

这表明 ra [/ c ： a [；. 由式 (5.1.6) 得到 AAcni — AC /^ A . 这表明 A 是平 衡的. 根据定 
理5丄8, A ° 也是平衡的 • 综上所证，乂°是0点的平衡的凸邻域，并且 A ° CL /._ 

设溪是拓扑线性空间 X 的局部基.若激中的每个元都是平衡的，则称沒是平衡 
的.由定理 5.1.9 立即得到如下推论. 

推论 5.1.10 每个拓扑线性空间具有平衡的局部基. 

5.1.5 有界集 

定义 5.1.12 设 A 是拓扑线性空间 X 的子集.若对于 X 的0点的任意邻域 V % 
存在 s >0,使得当 f > 5 时，々0：以，则称 A 是有界的. 

设 （ X ， r ) 是可距离化的拓扑线性空间，则 X 上可以有两种不同意义下的有界 
集.第一种是§ 1.1 中定义的按距离有界集.第二种就是定义 5.1.12 意义下的有界 
集. 一般情况下这两种意义下的有界集是不同的（参见习题5中第16题）.今后在说 
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到拓扑线性空间的子集有界时，总是指在定义 5.1.12 意义下的有界. 

定理 5.1.11 设 X 是拓扑线性空间 .则： 

( 1 ) 若 A 是 X 的有界子集，则 A 也是. 

(2) X 中的每个紧集是有界的. 

(3) 收敛序列是有界的. 

证明 U ) 设 V 是0点的邻域.由推论5.1.7,存在0点的一个邻域使得 
WCZV . 因为 A 有界，存在 s >0,使得当 f •时， AdtW . 于是当 f 。时， 
AdtW tW CZtV . 因此 A 是有界的. 

(2) 设 K 是紧集， V 是0点的邻域.根据定理 5.1.9, 存在0点的平衡邻域 W ， 使 
得 WCV . 根据定理5.1.8(2)， W 是吸 收的. 因此对任意 zex , 存在/>0,使得 
x & W . 由于 W 是平衡的，当时; rerW . 因此若 0< r 】 O 2 O . ，并且 f oo , 
则 

X = 0 r „ W . (5.1.7) 

于是 / C 匚 X = 因为 K 是紧的，存在 n , <« 2 <0..< 〜， 使得 

K d 72! W U w 2 W U … U n k ^ CZ n k W , (5.1*8) 

由式 （5.1.8) 知道当 t > n * 时 ， iC C：C C tV . 这表明 K 是有界的. 

(3) 设 U „} 是 X 中的序列， a — 奴” — co >. 设 V 是0点的邻域，不妨设 V 是平 
衡的 • 根据引理5.1.5,存在0点的邻域[/，仍不妨设以是平衡的，使得 L 7+ L 7 CIK 由 
于 A —0：， 存在 JV >0 使得当 n > N 时， x„ex + U , 由式 (5.1.7) 知道存在& >1，使 
得工&】[/.于是当 w > N 时， 

A + 17匚 5l LT + 5, L/C 力 V . 

由于 { jr , f x 2f — f j ： N } 是紧集，因而是有界集，于是存在和 > 0,使得 a :, = 1» 

2, …， N ). 令 s = maxb ‘ i ， i 2 } ，则当 i 时， 

6^ i'j V U 52 V d 5 V d tV 9 n = 1 ， 2 ，…. 

这就证明了 {心}是有界的. ■ 

例 5 无界集的例子 • 若 z 关 0, 则£：= {nz … } 不是有界的.这是因 

为是闭集，存在0点的平衡的邻域 V ,使得 : c ev . 于是 nr ^ nV 9 从而 ; zV 不能 
包含 E . 这蕴涵不管 t 多么大，都不能包含 £：. 因此£不是有界的 • 从这个例子知 
道， X 的非零线性子空间不是有界的. 

定理 S.1.12 设 X 是拓扑线性空间， AC X 则以下两项是等 价的： 

U ) A 是有界集. 

(2) 对任意 { x a } CA , 当标量序列％ —0时， — 0. 

证明（1)=>(2).由于 A 是有界集，对于0点的任一平衡的邻域 V ，存在《 >0使 
得 ACM 由于％ — 0,存在 N >0 使得当 n > N 时， <1. 由于 V 是平衡的， 
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并且 rke — iAcV , 因此当 ”>N 时 ， H = a n t - r l x n eV - 这说明 a ; 一 0. 

(2) ->(1).若 A 不是有界集，则存在0点的某一邻域 V ，使得对任意£ >0, 
A ( ttV . 于是存在正数列 G — + oo 和使得于是对每个 n ， 
t ~ l x n 6 V , 从而 Ca + O . 这与假设条件 矛盾. 故 A 必有界 • ■ 

定理 5.1.13 设 X 是拓扑线性空间， V 是0点的有界邻域， ei > e 2 > …， 并且 
0,则集族 

{e n V ：；2 = 1 ， 2 广 . } 

是 X 的局部基. 

证明 设1/是0的邻域.由于 V 有界，故存在5 >0,使得当 f >5时 VC ：^/. 
因为 L — 0,故存在足够大的《使得丄 > s . 于是 VC ： 丄 U ， 从而％ VCLT . 这表明 

芑 n 疙 n 

集族{€少：打=：1，2，“_}是叉的局部基._ 

定理 S .1.14 设 X 是一个拓扑线性空间，并且其拓扑可以由一个平移不变的距离 
导出.则当 U } C ： X , 毛 —0 时，存在正数的数列 { r „}, 使得 rft —+ c «, 并且 0. 
证明 设^是与 X 的拓扑相容的平移不变的距离.则对任意 xex 和正整数夫， 
dikx ,0) ^ d{kx 9 (k 一 l)x) + di(k — l)a :， （走 一 2)x) + …+ dix^O) 

= kd ( j ： tO ). 

既然以 A , 0) — 0, 存在自然数的子列 {”*}， 使得当〜时， dU n9 0)<灸- 2 .令 

f 1» W < n, , 

r n = \, / 

1 々， n M ^.n < w 

则％ — + oo . 当叫 < ” < Wi+i 时 

d(r n x„j 0 ) = dCkx n ， 0 ) ^kd(x„ 9 0) <C k* ^ 

因此 r n x n — 0. _ 


§ 5.2 局部凸空间 

局部凸空间是一类最重要的拓扑线性空间 • 这一节我们要证明，局部凸空间上 
的拓扑可以由一族可分点的半范数导出，讨论拓扑线性空间可距离化和可赋范的充 
要条件，然后给出几个局部凸空间的例子. 

5.2.1 半范数与局部凸空间 

定义 5.2.1 设 X 是拓扑线性空间.若 X 具有一个由凸邻域构成的局部基，则 
称 X 是局部凸的， 

设翅是拓扑线性空间 X 的局 部基. 若潑中的每个元都是平衡的凸的，则称激是 
平衡的凸的.由定理 5.1.9 立即得到如下 结论： 
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定理 5.2.1 每个局部凸空间具有平衡的凸的局部基. 

设 X 是线性空间， A 是 X 的非空子集.回顾在 §2.5 中我们定义了 A 的 
Minkowski 泛函为 

fjL A ix) = inf{f > 0 } (x6X), 

其中规定 inf 0 = + oo . 由定义知道(: c ) >0(: ceX ). 若 A 是吸收的，则对每个 
xeX ， 存在 t >0使得： ceiA . 于是 此时〜 （ x ) <+ oo . 

引理 5.2.2 设 X 是线性空间. 

(1) 若 A 是 X 中的平衡的子集，则对任意: c 6 X ， 当以 ( x ) < r 时， xetA , 

(2) 设夕是线性空间; C 上的半范数.则对任意 U :/> U )< c}*C = 
{工是平衡的吸收的凸集. 

证明 （1) 设 A (： C ) < f ， 则存在0<5 使得 o ： GA . 由于 A 是平衡的，故 

- = 7- — 6 A 从而： ceM . 

0 Zr S 

( 2 ) 设： ceB ，| a |< z . 则 〆 ax ) = MpCr )< c ， 于是 trx € 及因此 B 是平衡的. 
若工，: y 6 B ， 0 < t < 1，则 

p;tx 十 （1 一 ^ tpix) + (1 — t)p(,y) ■< c, 

于是 ir + (1 — OyeB . 因此 B 是凸的 • 对任意当《 > 夕 (: r > 时， 

p { f )^\ pu)<c ' 

故: c 6 出，这表明 B 是吸收的.同样地可以证明 C 也是平衡的吸收的凸集. ■ 

定理 5.2.3 设 X 是线性空间， A 是 X 中的平衡的吸收的凸集 ，则： 

(1) A 是 X 上的半范数. 

(2) 若 B = { x ^ A { x ) <\} 9 C = {x < 1} ， 则 B 匚 A CZ C, 并且 

A =心= Me - 

证明 （1) 在定理 2.5.3 中我们已经证明〜是次可加正齐 性的. 下面证明 p 是 
绝对齐 性的. 由于 A 是平衡的，故 o ： eA 当且仅当 e ^ x € A 由于〜 
是正齐性的 ， r == ae ~~ i9 > 0,我们有 

// A (ax) = inf {t > 0 iax ^：tA }= inf{f > 0 ： a^'°x ^tA } 

= inf {f 〉 0 : rr ^：tA } = ^(rx) = r/i A (x) 

=\ a I 工 ) • 

这就证明了〜是 X 上的半范数. 

(2) 根据引理 5.2.2(1), 若 a (工）< 1，则 x 6 A , 从而 BdA . 又 A C ： C 是显 
然的. 包含关系 BCZACZC 蕴涵另一方面，对任意固定的； r 6 X ， 若 
~( x ) >/2 C Cr ), 选取？和 i 使得 p c ( x)<s 由结论（1)，〜是久上 

的半 范数. 于是根据引理5.2.2(2)， C 是平衡的.由引理 5.2.2 C 1) 知道当 / z c ( x ) < s 
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时 ， x ^： sC ，从而子由 C 的定义 ， /^A 于是 

^(f) = ^(T'f) = T flA (f) < T <L 

因此土 从而〜 Cr ) 但这与 f 0„ Cr ) 矛盾，因此 /^ U )</ i c (: c ). 这就证 
明了 Pa = A = Ac . _ 

设穿是线性空间 X 上的一族半范数.称沙是可分点的，若对每个: r 关0,存在夕6少 
使得 pix ) 7 ^ 0. 

定理 5.2.4 设 X 是拓扑线性空间，颂是 X 中的平衡的凸的局部基 .则： 

(1) 对任意 纫， V = U :/ i v ( x )< l }. 

(2) {外 ： V 6 颂}是义上的可分点的连续半范数族 • 

证明 （1) 由引理 5.2.2 C 1), 若外(工）<1，则 xeV *. 因此 U :外 Cr ) <1} CK 另 
一方面，设: re% 由于 K 到 X 的映射 A — Ax 是连续的，并且 la ==： c ， 故存在 e >0, 使 

得当 | A — l |< e 时， Ao ； eK 于是 (l + + ) o ： eK 从而 + 音厂 , <1. 这表明 

V 匚 U : / vCr ) < 1}. 这就证明了结论 (1). 

(2) 设汍根据定理5.1.8, V 是吸 收的. 于是由定理 5.2.3 知道〜是半范数. 
对任意 r >0, 当 ■r — jyerV 时，由结论 （1) 知道外（厂 1 (工 一 y ) ) < 1. 利用 §2.4 中 
注1所述的半范数的性质得到 

\fJLy(.x) — < A«V(X — ： y) = Pv Crr~ l {x — y))=^ rfi v (r _1 (*r 一： y) )< r. 

这就证明了 Pv 是连 续的. 

若： ceX ， 则存在纫使得:(因为 { x } 是闭 集）. 由上述结论 （1) 知 
道对于这个 v , 有叫 ( x )> i . 因此 {/v : ve 奶是可分点的 . _ 

根据定理5.2.1，每个局部凸空间具有平衡的凸的局部基 • 结合定理 5.2.4 知道， 
每个局部凸空间存在可分点的连续半范数族.反过来，下面的定理表明，若逆是线 
性空间 X 上的可分点的半范数族，则在 X 上存在一个拓扑 r ， 使得 （ X ， r ) 成为局部 
凸空间，并且每个 f 6#是连 续的. 

定理 5.2.5 设分是线性空间 X 上的可分点的半范数族.对每个正整数 々和 / h , 
/>2,…，步， e 〉 o , 令 

VC/>! ，/» 2 , ••• , p k ； e) = {x • pi (x) < e,p 2 (^) < % >*(:c) < e}. 

再令翅是形如…， e ) 的集的全体，即 

颂= { V(/>i ypki £ ) •• P \， Pz， …， Pk 乏汐， e 〉0，々= l ，2 r ”}. (5.2.1) 

则在 X 上存在一个拓扑 r ， 使得 ( X ， r ) 成为局部凸的拓扑线性空间， 并且： 

(1) 沒是关于 r 的平衡的凸的局部基. 

(2) 每个 穿是连 续的. 
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证明 令 r 是如下定义的 X 的子集所成 的族： 

r = {A : A 是深中的集经过平移后的并，或 A = 0}. 

容易验证这样定义的 r 满足拓扑空间的定义 5.1.1 中的 （1) 〜 （3). 因此 r 确定上的 
一个拓扑.显然 r 是平移不变的. 

设 we 见 显然 oev •设 

V = V(pi 9p 2 fpki £ ) » Pi，p2 ，…， Pk 云汐 ， e > 0. 

若:贝 (I pi(x) < e(i = 1，2,…， 灸). 选取》使得 0<&< e — 九 Cc)(f = 1,2,…，々 )• 
再令％ = V (/>,^ 2 , -,/>*; 则纽并且 : c + W CIV . 这表明 V 是开集，因而 

V 是0点的邻域.根据引理5.2.2(2),每个 V(A ; A ) 是凸的平衡的，于是 

v = v(/>, ? e> n v ( 夕 2; e) n … n vx 外； e) 

也是平衡的凸的.若 W 是0点的邻域，则 W 是包含0点的开集.因此存在使 
得 0 + VcW , 即 VdW . 因此迓是 r 的平衡的凸的局部基. 

由于少是可分点的，对任意 y 參工， 存在 P€ 沙， 使得 PU — : y )>0. 
选取 e >0 使 得 〆: r —： y )> e . 则 x-：y g ，这蕴涵: r 钇 y + 以/>,£).而 r 是 

平移不变的，故 y + 是: y 的邻域.这表明单点集 U } 是闭集. 

下面证明加法和数乘是连 续的. 设 L 7 是0点的 邻域. 既然没是 r 的局部基，存在 
Pi，Pi ，…， pk 6沙和 e >0， 使得 Vip \ » pi »••• yp k ； e) (Z U. 令 V = 

，九，… ，九； jY 则当 x ，： yeV 时，对每个 f 我们有 

M: + *y) < pi (x) + Piiy) < 音十音 = 

故工 + ： yev (九，九，…，九； O CL /. 这表明 V + VcLT . 于是 

( o ： + V) + (夕 + VO d 工 + _y + L /. 

由于 r 是平移不变的，上式表明加法运算是连续的. 

现在设 xex ， aeK . 设 [/和 v 如上面 一样. 因为 v 是吸收的，存在6, > o 使得 

^65 V . 令£= 6 | -| 5 . 则当 I 沒 一 a |<+， >^文+少时，由于 

^ (l a 1+ = l g 」 ： + 1 • t = 1 ， 

以及 IP — als <1,并且注意到 V 是平衡的，因此 

Py — ax = PCy — x) + (卢一 a)x6 PtV + (^― a)sV 
CZ WUV+ \p-a\sVdV + V(^U. 

即 ftyea ： r + U . 这表明数乘是连续的 • 因此 （ X , r ) 成为局部凸的拓扑线性空间•上 
述结论 （1) 得证. 

最后证明 （2). Rpe^ soeX. 对任意 e >0, 1 + \^(户，£)是 < 2：的一个邻域.当 
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: y 6尤+ V ( p ; e > 时 ， j p (： y > — />(文)| < y — 工）< e . 这表明 P 在工处连续 • 从而/> 
在久上连续 • ■ 

根据定理5.2.5,若少是线性空间 X 上的一个町分点的半范数族，则可以确定 X 
上的一个拓扑 r ， 使得 （ X ， r ) 成为局部凸空间.称 r 为由9生成的拓扑.反过来，我们 
证明每个局部凸空间上的拓扑都可以这样生成. 

定理 5.2.6 设 （ X ， r ) 是局部凸空间.则 X 的拓扑必可以由 X 上的一个可分点 
的连续半范数族生成. 

证明 设 （ X , t ) 是局部凸空间，颂是关于 r 的平衡的凸的局部基.根据定理 
5,2.4,由汉确定一个可分的连续半范数族沙= { 心：而按照定理 5.2.5 的方 
法，由这个半范数族分又可以生成 X 上的一个拓扑，记其为 n . 我们证明 r =5.既 
然每个妒是 r - 连续的，因此 

VCp 9 e) = {x • p(x) < e} = /? _1 (— oo, e) 

是开集，即 VX />， e ) e r . 于是对任意 V \= ，九，…，九； e ) ， 

v = vc/?! ； e) n vx/>2; e ) n … n y(pk； o g r. 

而每个开集都是形如 V = V (/ > L ， /> 2 ,… ，久； e) 的集经过平移后的并，从而 A c r. 
反过来，设 级 ，/> = 根据定理 5.2.4(1) ， W^{x ^ w (x) < 1} = V( 夕， 1 ) .而 

V(/> ， 1) 是 n- 开集 . 这表明对每个 We 深，这蕴涵 rcn 因此 r=r,._ 
定理 5.2.7 设 X 是局部凸空间，其拓扑是由可分点的半范数族 9 生成 . 则： 

(1) 若 { x a } ae / 是 X 中的网，： r € X . 则： c c — z 当且仅当对每个 p 
有 p(.X a — X ) -► 0. 

(2) 若 AdX ， 则 A 有界当且仅当每个户€的数集 { pu ) : X 6 A } 是有界的. 
证明 （1) 设 A — x . 则对任意 pe 分和 e >0, 由于是0点的邻域，因此 

存在择 ei， 使得当芦时， a —： cev (/>， e ). 于是 〆 心― x ) <e . 这表明 

pioc a — x ) 一 0. 

反过来，设对每个/沙有 /> U a _: r )4 0. 设 C ； 是0点的任一邻域.则存在 
V = V ( p, ，/>2 f ••♦/>*; e ) d U . 由于 piCx 。— x ) -► 0 (i = 1，2, …，灰），因此存在 
J 使得当存时 

piix a ~ x) < e, f = 1 ， 2 ,… ，是 . 

于是当 时，； 一： c 6 V ( Zf /. 这就证明了 a — 

(2) 设 ACX 是有界的.对任意/>€少，由于 V ( p , l ) 是0点的邻域，存在充分 
大的是 >0,使得 A ( Z 々 V ( p ， l ). 于是对 任意： r 6 A ， 存在 3^ V ( p ， l ) 使得 : r = 々: y , 
因而 pU) - pCky) = kp(y) <k, 因此数集 {/>( x ) : zeA } 是有界的. 

反过来，设对每个/>6少，数集 {/ Kz ) :是有 界的. 设 t ； 是0点的邻域，则 
存在 V = V(pi ， p 2 ，…， pi ; e) CZLL 令乂= maxsup {/7,( x ) •• 则 A /< oo •选 

取 f 使得 £ > 宇, 则对任意 zeA 和 / = 1,2,…，灸 
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O +M 工点 ，M 

这说明 f 6 VC ： l ；， 亦即 xew ， 从而 Acre /. 这就证明了 A 是有界的. ■ 


5.2.2 可距离化与可赋范 


下面考虑拓扑线性空间在什么情况下是可距离化的和可赋范的 • 

定理 5.2.8 设 （ X , r ) 是局部凸 空间. 则 （ X ， r ) 是可距离化的当且仅当 X 上的拓 
扑 r 可以由；5：上的可列的可分点的连续半范数族生成 • 

证明 必要性.设 ( X ， r ) 是可距离化的， d 与 r 是相容的距离•则 


53= { V n 1,2，".} 


构成 X 的局部基，其中 R = |工 ： d (0， x ) < (参见 §5.1 中例 1>. 根据定理 

5.2.4, 由浼确定一列可分点的连续半范数: V „6^}. 由定理 5.2.6 的证明知道， 
X 上的拓扑 r 可以由生成 • 

充分性.设 X 上的拓扑^可以由 X 上的一列可分点的连续半范数族 （ p „， 


之，…}生成.定义 


cKx f y) = 2 


1»=1 


丄 / >,(x — y) 

2 * 1 Pi(x — y) 


( x *3»GX). 


(5.2.2) 


容易验证 d 是 X 上的距离，实际上 d 还是平移不变的.我们证明 d 与 r 是相容的.为此只 
需证明 O 7(0， r ) ： r >0] 构成 r 的一个局部基，其中 C /(0, r ) = {x td { x 9 0)< r ). 

由于每个是连续的，并且式 (5.2.2) 右端的级数关于 x 和 y 是一致收敛的，因 
此 dU ,： y ) 是 x ,： y 的连续函数.特别地，的连续函数. 
于是 LKO ， r ) r ) 是关于拓扑 r 的开集，从而 1/(0, r ) 是0点的邻域.设 

W 是0点的任一邻域，则存在正整数々和£>0使得 V = V ( A ，/> 2 ，…，九； oew . 


令 r== 告 1^?则当时，对每个= 1,2,…，灸， 


Pid ) 

1 + pi (x) 


< 2V < 2V ― 



因此 pi ( x ) < e(i = 1，2,…，灸），从而: r6 VX/)】 ，/>2，•••，/ >* » e ). 这表明 1/(0, r> Cl V 
C ： Vy . 这就证明了 {LT(0,r) : r>0} 构成 r 的一个局部基 .■ 

定义 5.2.2 局部凸空间 （X，r) 称为 Frechet 空间，若拓扑 r 可以由X上的一个 

平移不变的距离 d 导出，并且X关于距离 d 是完备的. 

定理 5.2.9 拓扑线性空间 （X,r ) 是可赋范的当且仅当 X 的0点存在有界凸 


邻域. 

证明必要性.若 X是可赋范的，并且 NI 是与 r 相容的范数.则 U:IU ||<1} 是 
0点的有界凸邻域. 
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充分性.设 V 是0点的有界凸邻域.由定理 5.1.9, 存在0点的平衡的凸邻域 
UCZV . (/当然也是有界的.根据定理5.2.4(2)，17的 Minkowski 泛函处是 X 上的 
半范数 • 由定理5.1.13, &^:7»>0}是久的局部基.若： c ^ O , 则存在 r >0 使得 
o ： (因为单点集 U } 是闭集），因此的 / U )>0. 这表明冲是范数.令 

II 工 II = 邱（工）， x^ ： X. 


则 IMI 是 X 上的范数，并且 U :| UI |< r }( r >0) 是由范数导出的拓扑的局部基.由定 
35.2.4(1), U :| UI |<1}= U ， 故 U :| Ul |< r }= K 7( r >0). 这说明由范数 IHI 导 
出的拓扑与原拓扑 r 具有相同的局部基，因此由范数|卜||导出的拓扑与 r 相容. ■ 

5.2.3 若干例子 


例1 空间 CCO ) 设 X 2 是 R ” 中的非空开集， C ( D ) 是 D 上的复值连续函数的线 
性空间 • 对每个 n = 1，2,…，若 D = R % 令 1 = S (0，《) (其中 S (0， n ) = { x 6 R m ! 
d ( xtO ) ^ «}) ♦ 若 X 3 # R n ，令 

K n = |xe n -d(x,n c ) > + 丨 fl s(o,ti). 

则每个是紧集，1，2,…），并且 D = u 氏.对每个1，2,…，令 

n>l 

/>”(/) = sug |/(x)| , /6 C(,Q). 

则容易验证是 C ( X 3) 上的可分点的半范数族.根据定理5.2.5,半范数族可以 
生成 CCQ ) 上的一个拓扑 r , 使得 CCQ ) 成为局部凸 空间. 由于丸 < 办 < …， 因此 


V(p! ，户 2 ，•••，/>„; +)= V(A»; 士 ) • 

因此 

V , = 士)= j / ec (/ 2 ) :九(/)<士 | (；1 = 1 ， 2 ,…） 

构成 C (/2) 的凸局部基.由定理 5.2.8 的证明过程看出， C ( D ) 上的拓扑 r 与距离 


d(/,g) = S 告 i + p ^ f - g ) (/, ^ €0(/2)) 

是相容的.显然这个距离是平移不变的 • 若彳 /, } 是关于距离 d 的 Cauchy 序列，则对 
每个 n = 1，2,…， 

|/, Or ) — /) ( j :)| = />„(/, — fj ) 一 0 U，j — co ). 

故 {/•} 在尺上一致收敛于一个函数 / e C02). 简单的计算表明火 / M /) —OG—oo>. 因 
此 C(/2) 是完 备的. 综上所述， C02) 是一个局部凸空间，其拓扑 r 可以由.一个平移 
不变的距离导出，并且 am 关于这个距离是完备的，因此 C02) 是 Fdchet 空间. 

由定理 5.2.7C2)，g£：CC(r2)， 则 E 有界当且仅当存在序列{从„ }, 使得对每个 
feE ， pA / XMA ^ n ). 换言之，若 /6E, 贝 fj 
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sup \fCx)[ ^ M n ， w = 1 ， 2 ，"、 

x 6 Ki , 

由于每个 K 包含 f 使得 fiw(f) 大于任意给定的正数，因此每个 K 都不是有界的 . 
这表明 C (⑺的 0 点不存在有界邻域.根据定理 5.2.9, C(n) 不是可赋范的 . 

设 {/dccw) ， /ean). 根据定理 5.2.7(i)，/* — / 当且仅当对每个《， 

A,(/* —/) = sup \f k (x) — /(i〉| — 0. 

x€*Kw 

这表明 h 今 f 当且仅当 {/*} 在每个上一致收敛于 /. 

例 2 空间设 D 是复平面 C 上的非空开集， H(O ) 是上的解析函数的 
线性 空间 . 则是 C02) 的子空间 . 因此将 C(X2) 上的拓扑 r 限制在 H(fl) 上， 
H02) 成为局部凸空间 . 若 {/*} 是中的序列，并且 /„ — / ，则 {/„} 在每个 
上一致收敛于 / ，因此 / 也是解析的，即这表明是 C(X2) 的闭子空 
间 . 因此是完备的，从而 H03) 是 Fr&het 空间 . 

例 3 空间 C"(n) ， 设 D 是 R” 中的非空开集，是 X2 上具有任意阶连续导 
数的函数的线性 空间 . 设 {K„} 是一列非空紧集，使得 K«C=Kk( w = l,2, … ），并且 D 
= U 对每个 w = 1 ， 2 ，“•，令 

分 1 

p n (f) = max max | D a /(^)| (/6 0^(/7)) » 

其中 a=( 〜，々， … ， O 是 《 重指标 ( 参见 § 1.2 中例 8). 容易验证 { 九 } 是 C^CQ ) 上 
的一列可分点的半 范数 . 根据定理 5,2.5, 半范数族 { 久 } 可以生成 C° 02 ) 上的一个拓 
扑『，使得 CTOl) 成为局部凸 空间 . 根据定理 5.2.8, （ CT(n) ， r) 是可距离化的.容易 
证明 CT(D) 是完备的 . 因此 CT02) 是 FMchet 空间 . 

例 4 l/[0 ， l](0<p< 1) 不是局部 凸的 . 

在 §5.1 例3中我们已经知道 I /[0，1](0 < p < 1) 是 F - 空间.我们证明在 
l /[0， l ](0< p < l ) 中，除了 0和1/[0，1]这两个平凡的凸开集外不存在其他的凸 
开集•设 V 是中的非空凸 开集. 由于凸开集经过平移后仍是凸开集，故不妨 
设 Oel 于是存在 r >0, 使得 [/(0， r ) 匚 V . 任取/€1/[0，1].由于0<户<1，存 
在正整数 n 使得 

WP_1 Jd l/(* r )l Pc ^ c < 厂 . 

由于不定积分 /(o = |y(x)|Mj ： 的连续性，存在区间 [o ， i ] 的一个分割 

0 = / 0 < A < …1 

使得 

[ l/(*x)|Mx = 丄 [l/(:r)| ， dr， = 1 ， 2 广 -，《. (5.2.3) 

Jn Jo 

对每个 / = 1 ， 2,… ，； 7, 令犮 ,(x) = 则式 (5.2,3) 表明对每个 /= 1 ， 

2,… 9 n 9 
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d(gnO) = [ ( jc)| p dx = 7i p f |/( jt)| p dr = ” 广 1 |/( x ) 卜 心 ■< r . 

Jo J /,_! o 

因此 AeC /(0， r ) C ： V ^= 1，2,…， Ti ). 因为 V 是凸的，故 /= ^■(幻+心+…+心） 

n 

6 V . 这表明 V = I /[0，1].因此在1/[0，1]中只有0和1/[0，1]是凸开集. 

由于在中只有0 和//[0,1]是凸开集，因此在1/[0，1]上不存在由凸 
邻域构成的局部基，从而1/[0，1](0< p < 1) 不是局部凸的. 

§5.3 有界线性算子 

5.3.1 有界线性算子与泛函 

定义 S .3.1 设 X 和7是拓扑线性空间， — y 是线性 算子. 若了将 X 中的 
每个有界集都映射为 Y 中的有界集，则称丁是有界的. - 

定理 s .3.1 设 x 和 y 是拓扑线性空间，： r:x — y 是线性映射.则对以下三个 
命题，有（1> ㈡ (2)=>(3〉.若 X 是可距离化的，并且其距离是平移不变的， 
则⑴ ㈡ (2) ㈡ (3): 

(1) 了在 0点处连续. 

(2) : T 在 X 上连续. 

(3) : r 是有界的. 

证明 （1)4(2). 设1/是 y 中0点的 邻域. 由于: r 在0点处连续，存在 x 中0 
点的邻域 V ，使得 T { V ) d 17. 因此当 X '— : cev 时， Tx ^ - Tx = T ( x ^- x ) eu . 

于是对任意当太 eor + V 时， Tx^e Tx - hU . 这表明： T 在: r 点处是连续的. 
(2) =>(1). 显然 • 

(2) =^>(3).由于丁在 X 上连续，并且 T (0>=0, 因此对于 y 中0点的任意邻域 
U ， 存在 X 中0点的邻域 V ， 使得丁 ( V ) CC /. 若 A 是 X 中的有界集，则存在 S >0 
使得当£ > S 时， A 匚 以. 于是当£ > 6•时 

7 XA ) 匚 TitV ) = 匚以， 

这说明 7 XA ) 是 f 中的有 界集. 这就证明了 r 是有界的. 

现在设 X 是可距离化的，并且其距离^是平移不变的. 

(3) =>(1).由于 X 是可距离化的，为了证丁在0点处连续，只需证明当0时， 
—0. 设 X "—0,根据定理5.1.14,存在正数数列 { r „}， 使得 + oo , 并且— 

0 . 从而是有 界集. 既 然了是 有界的，于是 { TXr ^ M 也是有界集.由于丄 — 0, 

r n 

根据定理 5.1.12 t Tx n =丄 TXrvr，）— 0. ■ 

r” 

定理义3.2设 A： 是拓扑线性空间，/是X 上的线性泛函•若/关0,则以下四 
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条是等 价的： 

(1) /是连 续的. 

(2) 存在一个连续的半范数 / K : r >， 使得 |/( x )|< pU )(: reX ). 

(3) /在0点的某个邻域 V 上是有 界的. 即存在 M >0, 使得当时 |/ U)|<K 

(4) /的零空间 N (/) 是闭的. • 

(5) 

证明 （1) 冷 （2) .令 pdx ) - \ f ( x )\ 即可. 

(2) =>(3).因为 〆 z ) 连续，故存在0点的一个邻域 V ，使得当： reV 时 |/» U >1<1. 
于是当 : reV 时，< 1. 

(3) =>(1).设/在0点的某个邻域 V 上是有界的， \ fU )\< MUeV ). 对任意 
e >0, 令 W = 点 V . 则对每个 |/( x )|<€. 这表明/在0点处 连续. 由定理 
5.3.1，这蕴涵/是连 续的. 

<1>=>(4).由于/是连续的， <0} 是标量域 K 中的闭集，故 N (/)=- /^({ O }) 是 
X 中的闭集. 

(4) =>(5).因为/在 X 上不恒为零，故 JV (/) 关兄既然 iV (/) 是闭的，故 ^75* 
= N ( f ) ^ X . 

(5) =>(3)_ 设则 （ iV (/) c ) c =( M 7 T ) c /0. 设 0：6( iV (/> c ) 。，则 
存在0点的某个邻域 V ，不妨设 V 是平衡的，使得 : r + Vc = N (/) c . 于是 

U + V ) 门 N (/> = 0. (5.3.1) 

我们证明/在 V 上是有 界的. 若不然，则对任意 a eK , 存在 a ：。 € V ，使得 
l /( x 0 )|>| a |. 由于 V 是平衡的，故 ^ y ev . mf { l &^ x0 )^ a9 这说明 

/( V ) = K •因此存在 y V 9 使得 fCy ) = 一 fix ). 于是 fix + y ) = 0，因而 
x+^eu + v ) n n (/>. 这与式 （5.3.1) 矛盾. 故 / 在 v 上是有界的. ■ 

定理 S .3.3 设 X 和 Y 是局部凸空间，泛和边分别是生成 X 和 y 上的拓扑的半 
范数族， — y 是线性算子•则丁是连续的当且仅当对于每个存在 0 
和夕 1 ，夕 2 ，…， A16 淨， 使得 

qCTx ') ^ c ina ^ xp ^^:) , x ^： X . (5.3.2) 

证明必要性•设 r 连续，由于 g 是连续的，故 i /= b : q c y ) < u 是 
y 中的包含 o 点的开集，从而是 y 中的0点的 邻域. 既然: r 是连续的，存在 x 中 
的0点的邻域 V ，使得 TXVOcrl /. 根据定理5义5,形如式 (5.2.1) 中的集构成 X 的局 

部基，因此存在 A ， A ， …, P ” e 少和 e >0, 使得 V ( h ， p 2 , …， p „ ; e ) d V.， c = 

对任意 X 6 X ， 由于 

Pi {cmax^ <nPi U) )< + = 音 < £ ， l ’ = 1 ， 2 , … ，打， 
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因此 


x 


c maxi < i < n />,< x ) 


6 ，/? 2 ，; e ) C V , 


从而 


Tx 


|< 1. 即式 （5.3.2) 成立. 


<c maxi <1<n p, (x) 

充分性.设 a 是 y 中的0点的邻域，则存在(^，仍 ，… ，(/ *6 边和 e >0, 使得 
V ■(分 1 ， g 2 ，…，<7*， c ： U . 由假设条件，对每个《，存在 Ai ， Pi2 , …，沙， 使得 

q s ( Tx ) ^ Ci max pi ： (x) , x^ ： X. 

i</<~ 

令 c = maxfq ， cr 2 ，…， c *} ，以及 

V = 卜 A > (:)<+， 

则 V 是 X 中的 0 点的邻域.当 a ： ev 时 


q t ( Tx ) ^ c , max p { ： ( x ) < c •三 = e ， 

c 

从而 Trea 这说明： raoczu . 这表明： r 在 0 点处连续，从而了在 X 上连续 .■ 
定理 5.3.4 设 X 是局部凸空间，沙是生成 X 上的拓扑的半范数族，/是; C 上的 
线性 泛函. 则/连续当且仅当存在 c >0 和 / m ， 九，…，淨，使得 

|/( x )| ^ c rnaxp , ( x ) , x ^ X , (5.3.3) 

i<«<" 

证明必要性的证明与定理 5.3.3 的证明是类似的.只要将 <?(•) 改为丨 •！ 即可. 
反过来，对任意£>0，令7= ( o ： eX ： A (^)<-^ J , 则 V 是 X 中的0点的邻域.由 
式 （5.3.3) 得到，当 xeV 时， |/( x )|< cmaxh (: c )< e . 这表明/在0点处连续，从 

\<i<n 

而/在 X 上连续 .■ 


5.3.2 泛函延拓定理与凸集的分离定理 


定理 5.3.5 设£：是局部凸空间 X 的线性子空间，/是£上的连续线性泛函•则 

/可以延拓为 X 上的连续线性泛函. 

证明 由于/在 E 上连续，/(0) - 0,故存在0点的某一邻域 V %使得当 
工云£门 V 时 |/( x )|< l . 由于 X 是局部凸的，由定理5.2.1，我们可以设 V 是平衡的 
凸的.根据定理5.2.4, V 的 Minkowski 泛函/» =外是 X 上的连续半范数.并且 V = 
{ x ^ pCxXl ). 因此当:并且 〆 x)<l 时， |/( x )|< l •任取 xee ：. 对任意 e >0, 
由于 （/ KaO+eporeE 并且 pU / Kd + O-ijcX 1，因此(夕 ( x ) + e ) _ l ：c 门 V ， 
从而1/((心)+0〜)|<1.于是 |/ U )|</» U )+ e , 由 e 的任意性得到 

|/(j：)| ^ p(,x) (x^E). 

根据 Hahn-Bnanch 延拓定理， / U ) 可以延拓为 X 上的连续线性泛函，并且 j /0 )j < 
p ( x ) UeE ). 由定理 5.3.2 知道/在 X 上连续 .■ 
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设 x 是拓扑线性空间， x 上的连续线性泛函的全体记为； r ，称之为 x 的共轭 
空间. 

推论 5.3.6 设 E 是局部凸空间 x 的闭线性子空间，工。$仄则存在使得 

fUo) - i ， /( ： r) = oueE ). 

证明 令 M ={: c'=x + 灯。：: ceE ， aeK }. 在 M 上定义 

/o(x-hcrxo) = ad ， x^£» a ^K. 


则/。是 M 上的线性泛函， / oU ) = OUeE ). 由于 N ( f 0 ) = £是妨中的闭集，根 
据定理5.3.2, /。在 M 上连续.由定理5.3.5, /。可以延拓为 X 上的连续线性泛函， 
延拓后的泛函记为 /. 则/具有定理所述的性质 .■ 

推论 S .3.7 设 X 是局部凸空间， aGX ， x o ^0. 则存在/€义•使得 / Gr 。） 二 1. 

证明令£== {0}，则 E 是 X 的闭子空间， xo ^ E . 应用推论 5.3.6 即知推论的 
结论成立. ■ 

推论5. 3 .7表明，若 X 是局部凸空间， X 关{0}，则； T 必 {0}, 即在 X 上存在 
非零的连续线性 泛函. 下面的例子说明，若 X 不是局部凸空间，则在 A ： 上可能不存 
在非零的连续线性泛函. 

例1 在§5.1例3中我们知道^/[0， l ](0</)< l )是 F -空间，在 §5.2 例4中我 
们已经证明在1/[0，1]中只有0和是凸开集，因此 //[0, l ](0< p < I ) 不是局 
部凸的.现在我们证明在1/[0,1](0 </><1)上不存在非零的连续线性 泛函. 

设 F 是1/[0,1]上的连续的线性泛函，则对任意 e >0, F - 1 (— e , e ) 是1/[0,1]中 
的 开集. 由于 F 是线性的，容易知道(一 e , e ) 是凸集.既然在1/[0，1]中只有0和 
1/[0，1]是凸开集 ； 而 F - 1 (— e , e ) 乒 0( 因为 F (0) = 0, 故0€广】(一 e , e >), 故必有 
F ~ l (- e 9 e ) =^[0,1]. 换言之，对任意 /6 P [0,1] 有 | F (/)|< e . 由于00是任意 
的，故 F (/) = 0. 这表明 F 在 L P [0，1] 上恒为零. 

现在将 §2.5 中凸集的分离定理推广到拓扑线性空间的情形. 

定理 5.3.8 设 X 是拓扑线性空间， A , B 是 X 中的非空 凸集. 

(1) 若 A°^0，’、° n B - 0. 则存在 /6 X •和实数 r 使得 

等 

Re/(jr) <r< Re/(3；), y^B. 

Re/(x) < r ^ RefCy) , x^ ： A 9 y^ ： B. 

(2) 若 X 是局部凸的， A 是紧集， S 是闭集，并且 A 门 B = 则存在 feX . 
和实数使得 

Re/U) < r, < r 2 < Re/(y) , 

证明 （1) 结论 （1) 的证明与定理 2.5.5 C 1) 的证明基本上是一样的，可以先对 
X 是实空间的情形证明.只是在证明/连续时，注意到根据定理5.3.2,若/在0的某 
个邻域 V 上是有界的，则/在 A ： 上连续. 

(2) 根据定理5.1.6,存在0点的邻域 V 使得 (A + V ) flB -0. 由于 X 是局部 
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凸的，可以设 V 是凸的，于是 A + V 是凸的开集.根据 （1) 的结论，存在 /6 X •和实 
数 r 2 使得 

Re /( x ) < r 2 < Ref ( y ) t x 0 A + V , y ^： B . 

由于 A 是紧集， / 连续，故 Re / 在 A 上可以达到上 确界. 令 n = supRe /( x ), 则存 

z 6 A 

在: ToEA 使得 Re / Cr 。） ，因此 ri < r 2 . 当 时， Re /(: r ) < n • 这就证明了 
结论 (2) 成立. ■ 

5.3.3 弱拓扑与弱 * 拓扑 

给定一非空集 X ，在 X 上可能有不同的拓扑.为避免混淆，关于 X 上的某一拓 
扑 r 的开集、闭集、收敛和连续等记为 r - 开集、闭集、卜收敛和 r - 连续等. 

设 r , 和1* 2 是乂上的两个 拓扑. 若开集都是 r 2 - 开集，则称 n 弱于 r 2 . 

设 （ x , r ) 是局部凸 空间. 对每个 / ex •，令 

夕/(工）= |/( x )| , 

则外是 X 上的半 范数. 若々€叉，々#0,裉据推论 5.3.7, 存在/€又•使得 / U ) = 1. 
于是 P / A ) =丨/(々）|祥 0. 这说明半范数族 } 是可分点的.根据定理 
5.2.5,半范数族 {/ v : / ex •丨在 X 上生成一个拓扑，将其记为〜，使得 X 关于拓扑 
r w 成为局部凸 空间. 称拓扑 r w 为叉上的弱 拓扑. 关于弱拓扑的开集、闭集、有界、 
收敛和连续等记为 w 开集、 w 闭集、 w 有界、 w 收敛和 w 连续 等. X 中的网关于 
弱拓扑收敛于工记为 x a -^ x . 

定理 S .3.9 设 （ x , r ) 是局部凸空间 .则： 

(1) 、是 X 上的使得所有 / ex * 都连续的最弱的线性 拓扑. 

(2) 若 u a } ae , 是 x 中的网，： rex . 则 0^1 x 当且仅当对任意 / ex •，有 
/( x .) —/( x ). 

(3) 设 ACX . 则 A 是 w 有界当且仅当每个 / ex * ,数集 {/ U ) : x € A } 是有 
界的. 

证明 （1) 设 /6 X *. 由定理 5.2.5 知道，半范数沁是 w 连续的.而 1/0)1 = 
户 / Or )， 于是由定理 5.3.2 知道/是 w 连续的 • 另一方面，设 r ' 是 X 上的另一拓扑， 

使得所有 /6 A ■•都是 f 连 续的. 则对任意 / eX * 和 e >0 ，{:c : |/(: r )|< e } 是 r ' 开 
集.于是形如 

V(Pf' ， Pf t ， … ， Pf ， e) = {x : I/! (: C)| < £ ， ••• ， |/ n (x)| < €} 

=n {^ ! 1/ ■(工 )|< e } 

的集是 r ' 开集. 但形如 VC /^， P /2 , …， p /s ; e ) 的集的全体构成拓扑〜的局部基，每 

个 w 开集都是形如 VC /^， /> /2 , - , p /n ； e ) 的集经过平移后的并，因此每个 w 开集 
都是 f 开集.这说明。弱于这就证明了结论 （1). 
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(2) 由定理5.2.7(1)，：当且仅当对任意 /6 X * , U fl —工） — 0.即 

|/(1)—/(工)|= 1/( X a — x ) 卜 0. 

故: r B H 当且仅当对任意 / eX * , /(xj — /( x ). 

(3) 由定理5.2.7(1)， A 是 w 有界当且仅当对每个 /6 ；T ,数集 {/ vCr ) :是 
有界的， BP {/( x ) : o ：€ A } 是有界的. ■ 

设 （ X ， r ) 是局部凸空间.根据定理 5.3.9, 〜是乂上的使得所有 /6 X •都连续的 
最弱的线性拓扑，而每个 /6 X ‘都是 r 连续的，因此〜弱于这正是将拓扑匕称 
为弱拓扑的 原因. 由于 r w 弱于 r , 因此每个 w 闭集是 r 闭集.反过来 r 闭集未必是 w 
闭集. 但对于凸集，我们有如下定理. 

定理 S.3.10 ( Mazur ) 设 A 是局部凸空间 （ X ， r ) 中的 凸集. 则 A 是 w 闭集当且 
仅当 A 是 r 闭集. 

证明 只需证明若 A 是 r 闭集，则 A 是 w 闭集. 设 A 是 r 闭集， x 0 ^ A . 根据 

定理5.3.6(2),存在/€久•和实数 n , r 2 使得 

RefCx 0 ) < ri < r 2 < Re fix ) , x ^： A . 

于是对于 A 中的任意网 {々}，/( x «)——/( x 。）. 根据定理 5.3.9, 这表明 A 中的任意 
网 { x a }， x ,—- X 。. 因而表示 A 的 w 闭包），从而 A W CA . 另一方面总 
有 Ad 5 w ， 因而 A = A ' 这说明 A 是 w 闭的._ 

设 （ X ， r ) 是局部凸空间， X 关 {()}• 根据推论 5.3.7, X •关 {0}. 按照函数的加法 
和数乘运算， X •成为线性空间.对每个令 

PAD = |/(工)|， f € X \ 

则 （A 构成 X •上的可分点的半范 数族. 根据定理 5.2.5, 半范数族{么 * x6X } 

在 X •上生成一个拓扑，将其记为 r w . ，使得 X •关于拓扑 r w . 成为局部凸空间.称拓 
扑为； T 上的弱•拓扑 • X •中的网 {/ J 关于弱 * 拓扑收敛于/记为八^二/. 
定理 S.3.11 设 ( X ， r ) 是局部凸空间， X •是 X 的共轭空间 .则： 

U ) 弱•拓扑是 X •上的使得对所有 X •上的泛函 

FAf ) = f ( x ) (/ ex *). 

都连续的最弱的线性拓扑. 

(2) 若{/。}是 X •中的网，则人当且仅当对每个: rex , 有 / a ( x ) —/ u >.( 因 
此 X - 上的弱 • 拓扑是逐点收敛拓扑). 

证明 与定理 5.3.9 的证明是类似的，详细过程从略 • ■ 

习题 5 

1. 设 X 是线性空间， A，Bc X . 证明： 

(1) A 是凸集当且仅当对任意>0 ，有0 + 0 八= 5焱+^4. 
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(2) —族凸集的交仍是 凸集. 

(3) 若 A 和 S 是凸集，则 A + B 也是 凸集. 

(4) 一族平衡集的交仍是平衡集. 

(5) 若 A 和 B 是平衡集，则 A + B 也是平衡集. 

2•令 A = { U ^ z 2 ) eC 2 : ki |<|^ 2 | }. 证明 A 是平衡的，但是泌°不是平衡 
的. （与定理5.1.8(1>比较） • 

3. 设 X 是线性空间， X ^{0>, d 是 X 上的离散距离（参见 §1.1 中例 5). 证明 
X 关于由 d 导出的拓扑不成为拓扑线性空间. 

4. 设 X 是拓扑线性空间. 证明： 

(1) 若 A 是开集，则 A 的凸包 co ( A ) 也是开集. 

(2) 若 X 是局部凸的， A 是有界的，则 co ( A ) 也是有界的. 

5. 设 X 是拓扑线性空间 ， AC X . 证明 S = fl ve » ⑻ （A + \0, 其中呶 0) 是0点 
的邻域系. 

6. 设 X 是拓扑线性空间. 证明： 

(1) X 中的有限集是有界的. 

(2) 若八，5是久的有界子集，则 A U B , A + B 也是 X 的有界子集. 

7. 设 X 是拓扑线性空间， ACX 证明 A 是有界的当且仅当 A 的每个可列子集 
是有界的. 

8. 设 A 是拓扑线性空间的子集.证明 A 有界当且仅当对于 X 的0点的任意邻域 
V ,存在 t >0,使得 AdrV . 

9. 证明在赋范空间中，按距离有界和按定义 5.1.12 意义下的有界是一样的. 

10. 设 A 是拓扑线性空间 X 的 子集. 称 A 是完全有界的，若对于0点的任意邻 
域，存在有限集 F 使得 A CIF + V . 证明： 

(1) 紧集是完全有界的. 

(2) 完全有界集是有界集. 

11. 设 X 是拓扑线性空间， p 是 X 上的半范数.证明以下几项是等价的： 

(1) />是连续的. 

(2) 06{ x ：/>< x )< l }°. 

(3) 夕在0点处是连续的. 

12. 设 X 是局部凸空间， { x n ) CX , xex . 证明若 a — 工，则 

丑 十工 2 +… 
w * 

13. 设巧和迖是线性空间 X 上的两个可分点的半范数族 • 巧和與生成的拓扑 
分别记为巧和 r 2 . 证明 ri 弱于1* 2 (即 71 -开集都是 r 2 - 开集）的充要条件是对每个 
P^:^\y 存在 G ， c 2 ，•••，〔„ > 0和 p , ，/ > 2 ，…，/>„€ 约，使得 

p (^ x ) ^ C ] pi ( x ) - f - <： 2 />2(工）+ …+ C n p „ ix ) , JrGX . 
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14. 设淨是线性空间 X 上的可分点的半范 数族. 对分的每个有限子集 F == 
{ P \ ，/>2，…， P ” } ，令 

g F (x) = max{Pi(^：), / > 2 (x) ，…， />" (: r〉} ， J ： GX. 

证明这 ={<? F : F 是牙的有限子集}是可分点的半范数族，由公生成的拓扑与沙生成 
的拓扑是一致的，并且乳 = { V ( q ； e ) tqe ^ £>0} 构成这个拓扑的局部基，其中 

VCqi e ) = {x - qix ) < e }. 

15. 设 X 是 [0,1] 上的(实或复值）函数的全体的线性空间.对每个令 
p 人工、= \ xM \ uex ), 则 （a : te [ o ， i ：)} 在 x 生成一个局部凸 拓扑. 这个拓扑称为 
点态收敛拓扑.验证这个术语的合理性. 

进一步，证明存在 {: r n } cx , 使得4 — 0,但对于任意满足〜—+ ^的实数列 
{ r n } 9 r H x n ― 0. 这说明 X 上的拓扑不能由一个平移不变的距离导出 - 

提示：设 c 。 是收敛于0的实数列的全体，则 c 。 与[0，1]具有相同的基数.设 p 是 
[0，1]到 c 。 的- 对应的映射.令心⑴= a n (;j — 1，2,…），其中 { a „} = ( pit ). 

16. 设 s 是（实或复）数列的全体所成的线性空间.在 s 上定义距离 ^ 

dix ' y) = + \^- yi \' x = U) ^ = ( ^ >ei - 

(1) 证明 5 关于由 d 导出的拓扑 r 成为局部凸空间. 

(2) 证明 { V „，726 N } 是拓扑 I ■的平衡的凸局部基，其中 

V ” = = ( A ) : max | x , I < 丄 } , n = 1,2 ，… • 

I i «»» n / 

(3) 证明全空间 s 是按距离有界的，但是在定义 5.1.12 意义下不是有界的.（结 
合第9题知道 5 不是可赋范的）. 

oo 

17•设 "（0 < p < l ) 是满足2 k P < 00 的数列工=(工 ,） 的全体所成的线性 

f«l 

空间.令 

oo 

d ( x , y ) = 2 \ x i — yiV y ^ = Cxi),y — (^*) € l p • 

t»l 

则 d 是"上的平移不变距离.证明"上的加法和数乘是连续的.因此"关于由 d 导 
出的拓扑成为线性空间. 

18. 证明上一题中的空间 "(0< f < l ) 不是局部凸的. 

提示： 若 "(0</>< l > 是局部凸的，则存在0点的一个凸邻域 V ’和 r >0, 使 
得 t /(0， r ) 匚 VCZt 7(0， l ). 选取 a >0 使得 V < r *. 则对任意正整数 w ， 

工”=丄 （aq + ae 2 + …+ ae „) co ( U (0 f r )) d V f 
n 

其中 6 是第 n 个坐标为 1, 其余的坐标为 0 的元 • 这将导致矛盾. 

19. 设 OCR % LC 02) 是 n 上的 p 方局部可积函数的全体，即 
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LL ( n ) = {/： 对于任意紧集 KC 仏 h |/| Mx < oo ). 

对于任意紧集 KCD ， 令 

r 丄 

pk(d = (J k I/|m 工 ) 7 , feUc ⑼. 

证明 LUO ) 关于由半范数族生成的拓扑成为 Frechet 空间. 

20. 设 X 是拓扑线性空间，/是 X 上的连续线性 泛函. 证明对任意 c >0, 
{x s /( x ) = c ) c 包含 0 点的一个平衡的凸 邻域. 

21. 设 X 是实拓扑线性空间，/是 X 上的线性泛函， c 是实数.证明/是连续的 
当且仅当 { s '- fix ) > 0和 U : / Or ) < c } 是 闭集. 

22. 设 X 是拓扑线性空间， X 垆 {0}. 证明 X 上存在非零的连续线性泛函的充要 
条件是 X 中存在非空的开的凸真子集. 

23. 设 M ([>，6]) 是 [ a , 6] 上的可测函数的空间（见 §1.1 中例 4). 证明： 

(1) M ([_ a 9 6]) 按照由距离导出的拓扑是拓扑线性空间. 

(2) 证明在幻）上不存在非零的连续线性泛函，从而 M ([ a , 幻）不是局 
部凸的. 

提示： 若/是 M ([ a , 幻）上的非零的连续线性泛函，则存在為 eM ([ a , 6])，使得 
/ U )^0. 迸而存在6]>，使得 /( a ) 关0,并且 wU 关0)<2' —般地， 
对任意正整数 W ， 存在 x ” f M ([ a , bj )， 使得 0 ； = f ( x H ) y ^0 9 并且 m ( x „ # 0) < 2' 令 
y n = a - l x H ( n ^ l ). 进而推导出与 / 的连续性矛盾. 

24. 设 X 是局部凸空间， A 是非空的平衡的闭凸集，证明存在 /6 X •，使 
得 

sup |/( x )| < 1/( 工。） 1. 

x€A 

25. 设£是拓扑线性空间 x 的稠密的线性子空间， y 是 f - 空间，： r :£ — y 是 

连续线性 算子. 证明存在连续线性算子 f — y , 使得 f U == r . 

提示：先证明 X 中的 0 点存在一列平衡的邻域 {[/„}， 使得 L / m + I / mCR , 并 
且当 门 R 时，3(丁工，0)<2 一' lS：xeX . 对每个 W >1， 取工 n e(*r + LT «) fl 
证明 { r ： c „} 是 y 中的 Cauchy 序列. 定义 fo : = 证明亍的定义是确定的， 

fx = TxUeE), 并且 f 是连续的线 性的. 

26. 设淨是线性空间 X 上的可分点的半范数族， r 是由少生成的 拓扑. 证明 r 是 
X 上的使得所有/都连续的最弱的线性拓扑. 

27. 设 ( X ， r ) 是可距离化的局部凸空间 ， { X J dx 9 x n -^ x . 则存在由 } 中 
的元的凸组合的序列 { y „ h 使得: y n 按拓扑 r 收敛于 x . 
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附录等价关系半序集与 Zom 引理 


在 §2.4 中证明 Hahn-Banach 定理时，我们用到了半序集与 Zorn 引理. 关于等 
价关系，半序集与 Zom 引理的相关概念在泛函分析和其他数学分支中经常用到.这 
里将这方面的内容作一简要介绍. 

定义1 设X是一非空 集合. 在X上规定了元素之间的一种关系“〜”.若这种 
关系〜满足如下 条件： 

(1) 自 反性： 对任意 x 〜 x . 

(2) 对称性：若 jc 〜: y， 则: y 〜： r. 

(3) 传递性：若 x 〜 _y，：y 〜 z， 则 x 〜; 2， 

则称〜是 X上的等价关系.当X 〜: y 时，称X与 y 等价. 

例如，实数的相等，两个可测函数的几乎处处相等，三角形的相似，线性空间 
的同构等关系都是等价关系. 

设〜是X上的等价关系.对任意: rex ， 令5= {：y:y 〜: c}， 则无是由所有与 
: r 等价的元所成的集.称无是X中的一个等价类.容易验证，对X中的任意两个等 
价类5和3，若 x 〜； y， 则5 若不成立 x — y y 则5 H 5 = 0. 因此这些等价 
类是互不相交的，X等于这些等价类的不相交并. 

定义2设在 X上给定了一个等价关系〜.由X的等价类的全体所成的集称为 
X关于等价关系〜的商集，记为X/〜. 

商集常常用来定义商空间. 

例1 设 E 是 R" 中的可测集，沪（£：)(1<户<00)是 E 上的夕次方可积函数 
的全体.规定/〜 g 当且仅当 / =《a.e . 则〜是沪 （ E) 上的等价 关系. 此时沪 （E) 
关于等价关系〜的商集於 （E )/ 〜就是§ 1.3 中的 ！/(£：). 

定义3 设X是一非空集合.在X上规定了元素之间的一种关系“夂”.若这种 
关系 <满足如下 条件： 

(1) 自 反性： 对任意 zex，x<x. 

(2) 反对 称性： 若 x < y ， : y < I，则 z y 

(3) 传 递性： 若 ■rXy ，y 则$<；之， 

则称 <是久上的一个半序.此时称X按半序关系 夂成为 一个半序集.若< 进一步 
还 满足： 

(4) 对任意 Xyy^XjX < y 或者 y x 必有一个成立，则称X是一个全序集. 

例2 实数集按小于或等于关系 < 是一个全序集. 



附录 等价关系半序集与 Zom 引理 


189 


例 3 设 X 是一非空集 ，外 X) 是由 X 的全体子集所成的集类.则包含关系 C ： 
是少 (X) 上的一个 半序. 少 (X) 按包含关系 C 成为一个半序集. 

定义 4 设 X 是一个半序集. AdX . 若存在 a € X ， 使得对每个 xeA ， 成立 
x < a , 则称 a 是 A 的一个上界. 

定义 S 设 X 是一个半序集. ACZX . 若存在具有如下的 性质： 对任意 
工6八，若 a < X ，则必有 x = a , 则称 a 为集 A 的极大元. 

类似地可以定义 A 的下界和极小元. 

一般情况下，给定半序集 X 的一个子集 A , A 的上界和极大元不一定存在，在 
存在的时候，也不一定唯一. 

Zorn 引理设 A ： 是一个半 序集. 若； C 的每个全序子集都有上界，则 X 必有极 
大元. 

Zom 引理习惯上称为引理，但实际上 Zom 引理是一个公理. Zorn 引理与下面 
的 Zermelo 选取公理是等价的. 

Zennelo 选取公理 若 {A«}„ e/ 是一族互不相交的非空的集，则存在一个集 

ECU A 。， 使得对每个 £：n A fl 是单点集.换言之，存在一个集£：,它是由每 
«€/ 

个 A a 中选取一个元构成. 



190 


-泛函分析 


部分习题的提示与解答要点 


习题 


2. 在不等式 dUfz) < d{x 9 y) + d(y ， z) 两端对 z^A 取下确界得到 

dix ^ A ) ^.d{x 9 y) 十 因此 3( 工， A ) — d(y 9 A) ^ dix^y'). 

3. 充 分性. 取讲足够大使得公去<+•则 


■ firf 1 


m n / n \ 

dCr-^ : r) y 丄 工 i — Xi r — 

dUc yX)< 2- 1+ lxr -^1 2* 

5. (1) 由于+ + + = +，故(♦厂 '( f 厂 =1. 对指标 ★和 子利用 H 6 lckr 
不等式. 

⑵令丄=丄十丄，则户 ， s > 1，士 +丄= 1. 于是 WfghW ,^ Ilf I 1 J gML ，再 

s q r p s 

利用 （〗） 的结果. 


6 - 令九 =6, 屮二 u -Vf 


则1 < A ,仍< 


丄+ 丄= /? (丄 + 1^) ==1 . 

Pi Qi \ r s ) 

注意 11 / 11 , = |/| A M / I < W ) ^)\ 对 指标九，仍 应用 H6ldei •不 等式. 

7. (2) 注意 [ |/hdx=f l/| ，】 dx+f |/hdx. 

J e J E(.\f\ <i) J r(l/| >d 

8. 记 a = inf sup |/( x ) |. 则 | /| < ll/IU a . e . 蕴涵 a < ll / IU . 反过来，对 

ii^CE, m ^)-0 i€E-£^ 

任意 e >0, 存在 Et C ： E ， m (忍）=0,使得 sup |/( x)|<a + e . 这表明 ||/|U < a + e . 

xeE-E x 

10 . 注意"中的序列按距离收敛蕴涵按坐标收敛. 

11 . 令 A 是 C [一 1 , 1 ] 中的偶函数之集.容易证明 A 是 闭集. & xeA . 对任意 

e > 0 ，令 yCt ) = xit ) -h 音(，则: y (工， e ) ，但：>> $ A . 

12. 令 = { x ^： C\_a , b ~\ : : r (,) >0(,6 [ a ，々])}•设 0 ： 68 ，令£ = min { x ( t ) : 
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tela , b 2 ). 则 l /(: r , e > C ： A . 另一方面，若 x 则存在 f 。 eO ， 6 ]使得： c ( r 。） < 0. 

于是可以证明对任意 e > 0 , L 7 Cr ,0 (^ A . 

13. 设 E 是賦范空间 X 的真子空间.则存在:使得 11^11 = 1. 对于任意 
:和 e > 0 , 作出适当的: y ， 使得: yet /(： r ， e ). 但是: y 窆 E . 从而说明: r 不是£的 
内点. 

14. 注意:当且仅当存在 U „} CE , 使得 a —: r . 

15. 先证明 |此 一 Tr 2 1| < | U . 

16. ( 1 ) 利用第 2 题的 结论. 

17•由于 / Or ) = d ( x 9 F ) ( xeX ) 是连续函数，故对任意 c > 0 , 
{： r : c /0 r ， F ) < c } 是 开集. 令 G ” = | x ：^( x , F ) < J - 则 F = n «> iG ". 

18. 对任意 x ^： A f y ^ B 9 令 = cKx , B ), r y = diy ^ A ). 考虑 

n 

21 . 令 A = [ x：x = ^TiXir r ( eQ , n = 则 A 在 £* 中稠密. 

l-l 

22. 令焱 =I ^厂心 •： r .- eQ，n = l ， 2r ._|. 则 A 在 ； C 中稠 密. 

25. L °°(£：) 的 情形. 设 {/«} 是 I ^( E ) 中的 Cauchy 序列. 则对任意 e >0, 存在 
N > 0 , 使得当; w ， n > N 时， 成立 II 八一 /JU < e . 于是存在零测度集£：。，使得当 
m ，n > /V 时， 

|/„( x ) —/,( 1 )|<|| 厶一 /• |U <e UeE - Eo ). 

令/(工）= lim /^ xXxeE - Eo ). 证明 fer 并且 limll f n - f\L = 0 . 

|? ~^°° fr-^oo 

26. 设是 X 中的 Cauchy 序列，则存在的子列{ 5 |% 丨，使得 || s - Vi ||< 

oo 

2 一*(是 > 1 ). 令勾= s ，々=、 一 iU > 2 ) ，则 2 || j ： J | < oo . 

▲■1 

28. 设 { a } 是 AClayb ] 中的 Cauchy 序列.则 U „( a )} 是 Cauchy 数列， 
《工” ’⑴匕 1 是中的 Cauchy 序列•设 x „( a ) c 9 x ^ i ) ^ ‘ : y ⑴•令 
xit ) = c + |^( i ) di . 则 xeAC [ a ，6], 并且在 AC [ a ，6] 中，；—二 

29 - 设 U ”} 是久中的 Cauchy 序列. 对任意存在〜使得当〜时， 
diXn ^ jr ^ ) < 2 r k . 不妨设 〜 t • 考虑私= | jr : ，* r ) < j (々 = 1 ， 2 , …）. 

30 . 令 /(工）= ciChTrMxeK ：)， 则 / 在 K 上是连 续的. 

31. 考虑 C [ 0 ， 1 ] 上的算子 ( Tr ) U ) = i - sinx ( r )+ a ( 0 . 

32. 考虑 C [“， 6 ] 上的算子 （ Ti ) ⑴= aJ * K (5* f ) x ( s ) d5 + 
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33. 考虑 L 2 [>，6] 上的算子 7>(f) = KU , t ) x { s)ds + aU ). 

J a 

34. 考虑 coo 中的序列 •xw = (1 ， + ， … ， + ， 0，.“)（n = 1，2,…） • 

35. 对每个正整数 72 , 令 

:”⑴ + + - |)⑻ ， ㈠ ) + 1 、]]. 

再令 :r(f) =— 々 01/2 〕 U)+A i/2iJ “). 则在 LlCM] 中， a— or. 但 x6C[0,l]. 利 
用 Lusin 定理，可以证明 C[0,1：1 在 UO, 幻中 稠密. 

36. 1卜1| 2 与 IHU 等价，但 IHU 与|卜||,不等价. 

3 7•设工=作 （0,1] 上的连续函数芝=龙(0,使得 

无 f 丄 (w = 1，2，•••）， 


其他地方用折线连接.定义映射 T ： r -^ CC 0 A ']^ 使得 TXx ) =无 

38. 令 £= S pan ( l ， w 2 , …，？），则£：是 C [ a ，6]的有限维子空间，因而是闭子空 
间. 

39. 对每个正整数 n ， 令 = span ( l , M 2 , …， r ). 则每个是闭子空间，并且 

P [ a ,6] =0 E h . 利用第13题的结果. 

1 

41. 不妨设 Ki 是 紧集. 对任意 n = 1，2,…，取:!：„ 6 K „. 

42. 先说明 X 中的 Cauchy 序列是完全有界集. 

43. 设之„ = jt * H - - j - B , z „ -► z . 存在 : r „ 的子列 jr ”* -► *r 6 九则 

yn k -► z ^ x ^ B . 

44. (2) 例如，考虑 R 2 的 子集： 

A = {(x^JsxeR 1 ，: y = 0 } ， B — {(x ， _y): x> 0，：y = 士 } • 

45. (1) 不妨设 i $ E . 任取 3 > 0 记 r = II x — : y 0 || •令 

A = { y ： dix , y ) ^. r } f ] E . 

则 d ( x , E )= 以: r ，/\). 注意 A 是紧集 • 

(2) 例如， 考虑 r 的子空间 E = coo . 令尤= (1, 如…, +，•••)■ 

46. 若丁在 A 上不一致连续，则存在~>0和 x „， x ：6 X , 使得 <)< 丄， 

n 

但以: Tr „ ，: Tx :) 彡利用 A 的紧性导出矛盾. 

47. (1) 是 .（2) 否 •（3) 对于 e = | 相任意 $>0,取《足够大使得丄<&令 

乙 n 

f = = 1 — - 则 U — V | = + <炙但是当 w 充分大时， - L . 因此 
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函数族 U ，、 1，2,"0不是等度连续的. 

48. 先证明无限维赋范空间中的紧集无内点.设 A 是无限维赋范空间X中的紧 
集.若 A 存在内点，则存在一个闭球 SOr,r) (ZA. 由于 A 是紧集，故 SOr,r) 是紧 
集.这与定理 1.6.11 矛盾！因此 A 无内点，从而 A 是疏朗集.再利用 Baire 纲定理. 

49. 只需证明 A 是完全有界的闭集.易证 A 是闭集.对任意£>0,取 m 足够大 

使得丄 <+. 令 

m L 

E = {x = (x! ki — 0, ± 1,” •，士 = l，."，m}. 

m 

则 E 是 A 的有限 e - 网. 从而 A 是完全有界的. 

50. 充分性.只需证明 A 是完全有界的.设 e>0, «是正整数使得 f |x^<e. 

/«• irtl 

令 

A = { 充= ( JC]，：r 2 ，… yX n )l X = (a：! yXz ，…） 6^ }. 

则莧是 K” 中的有 界集. 因而是完全有 界的. 于是存在: T ⑴，X ⑵，…,使得 

支⑴=(:^ 1 )，工 (2> ，…，： ci U ) ，•••，_?(*">= (Xi m) >••• ) 

构成 A 的 e - 网.则 E = U ⑴， z ⑵，…， x 0 ")} 是 A 的 £/- 网. 

习题 2 

1 • 注意若 -► ： C ，则 = x „ — J ： + X 。 - C 。• 

2. 充 分性. 若： T 无界，则存在有界序列 { a }， 不妨设 ikJ|<i( w >i)， 使得II 
Tx n \\^ n . 令 a = 令. 则 A= {〜為，…}是完全有界集.但： T(A) = {7^ ，: Tz 2 ，…}不 

Vw 

是完全有界集. 

3. (1) ||T|| = \\a || oo . (2) 若 w = inf |a,| > ◦，则当 y = (: y”）eP 时，工 = 

由此推出丁存在有界逆.反过来，设 丁存在 有界逆，则 T- l x = 

(ff €，•••).于是 f 1 = 11了 _1 6 II < Id, 其中 e, =( 。，…，。，為 ，。，…). 

4. (1) ll/'ll = 1. ⑵设工 = z ( r ) eC [0， l ]， 要使紜||<1 并且/⑴ =1, 则必 
须在 L 0 , 上 x(i) - 1? 在[+， J 上 工 ⑴ = -1. 

5. (1)1171=去.⑵易知另—方面，考虑心[中]⑴，得 

■ nM 1 — i + 点广 
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6. 易知1171 <11 « IU . 另一方面，对任意£> 0,令 

A = {t ： |a(t)I > l|a IL — e}. 

则 mCA ) > 0. 令 ： r = ( m ( A ))- ,//> % A (0. 

7 •令 芝 1, 若 x € C [ ci ，6], ||工||<1，则為⑴土: c ⑴ >0. 故/( I 。 ⑴土 

i ⑴）彡0,于是丨 /( x )| </(々）•从而 ll/ll < /( A ) = / CD . 

9. 仿照§ 2.2 中例1,利用共鸣定理. 

12. 设工„ — I ，％ — 乂 令 A M (_ y ) = 丁(: r „ ，: y ) •则 0 B ( Y , Z ) ,并且对每个 

: yeY , limA w (^) = T ( x ^). 根据共鸣定理，存在常数 M > 0使得 IIA , || < 

rr^oo 

M (72> 1). 由此推导出丁 U H ,%) — 7’(： c ，： y ). 为证后一结论，只需证明在常数 
c >0, 使得当 IU ||<1, bll<l 时， WTU . y ) II < c . 仿照定理 2.1.1 的证明. 

13. 证明/是映上的.利用开映射定理. 

14. 研究映射 /: R 2 — 纪，/0^)=工考虑集 A = { Or ，： y ) eR 2 ••: y = x >0 • 

15. 作映射 P x ： X E x y P l x — xi^x = + x 2 )^ 证明了是闭 算子. 根据闭图 

像定理， a 是有界的.因此 iu! II = iiPixii < iiPimuii . 类似地，考虑映射 

P 2 •• X 一 E 2 ， P 2 x = x 2 (x x \ + x 2 ). 

17. (2) 注意有界线性算子是闭算子.利用 （1) 的结论. 

18. 设 J 是 X 上的恒等映射.将 J 视为 IMh ) 到（ X , |卜|| 2 >的映射，利用逆 
算子定理. 

20. 设 J 是 CO , 幻上的恒等算子.将/视为 ( C [ a ,6]， |卜|| 1 )到((：0,6]，|卜||)的 
算子利用闭图像定理. 

21. 充分性.若尺（丁）是 y 中的闭集.则 R ( T ) 是 Banach 空间.必要性.设： T 一 1 : 

尺 — X 有界. 若: y „ = Tr „ ，： y „ 则当7?1>打时 

\ ix m - x n \\ = \\ T ' l y m ^ T ~ l y n \\< IIT ' 1 1| \\ y m - y n \l 
这说明 UJ 是 Cauchy 序列. 

22. 令则 〆 : r ) 是广上的次可加正齐性的泛函.在子空 

M 一 00 

间 C 上定义泛函 f (. x ) = limXr 利用 Hahn - Banach 定理. 

23. 充分性.令= spank !， j : 2 ，•••，:*:„}•在£上定义泛函 

it ft 

/ 0 ( x ) = x = 2]义,工,€£:. 

i *» 1 i*l 

利用 Hahn - Banach 定理. 

24. 令 E = span (: Ti ，《3： 2 ，… , x „). 对每个 = 1，2,…，”，令 

/• (: r) — Ui , x — a x Xi azXz 4 - ••• 4 - a n x n ^ ： E. 

对 / i ，/ 2 ，… ，人 利用 Hahn - Banach 定理 • 

25. 对任意正整数72,在 X 中存在72个线性无关的向量:^，&，•••，〜.由上一题 
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的结果，存在，，/ 2 ,…，使得/则/\，/ 2 ,…，/„是久*中的《个 
线性无关的向量. 

26. 设 U,,} 是X的稠密子集.由 Hahn-Banach 定理的推论，对每个 n， 存在 
人 ex •使得 ii/j = i ， 并且 /"oosikji. Rxex . 显然 S up |/„(： c)|<iwl 另一 

71^1 

方面，既然 } 是稠密的，不妨设 A—JT. 易证 |/„Cr 一 JT„)| - ►0(77—00). 于是 
lim 丨 /” （工 ） | = lim |/ M (x„) | = Hm \\x u || = ||x||. 

ff-^CJO fr-»O0 

因此对任意 e >0, 存在叫使得 \\f no U)\\^\\x\\-e. 从而 sup |/ M ( x )|>| k||-£. 

27. 证明了是闭算子. 

28. 由于X 衿 {0}, 故存在 x 0 6 X , xo ^0. 存在 / eX* ,使得|[/|| = 1并且 
j \ x Q ) = ||xol| ^ 0. 设{%}是 Y 中的 Cauchy 序列. 4* T n ix ) = /(x)y»(j：6X). M 
{ 了” } 是 B(X，y) 中的 Cauchy 序歹 ij. 设 T”- ►丁.则 Tx。 = lim7\(x。） = /(x。〉limy”. 

♦co m-^oo 

于是 y n — f (x 0 ) _1 Txo . 

29. 设 jy n = a n x 0 -f x n 6 £*i > y n -*■ y - 根据 Hahn-Banach 定理的推论，存在 
/6X* ，使得 / | E = 0，/(x。）# 0. 则 /(%) = a n /(：c。）-*■/(：y ). 因此 

/ (^o)-' 由此推导出 a — ：y — 从而: yGEi. 

30. 利用推论 2.4.7. 

31. 若^(;，£) = 0,易证结论 成立. 设炎:*:。，£：) >0•由 Hahn-Banach 定理的推 
论，存在 /EX* ，使得 11/11 = 1，/(工）= 0(^6© » 并且 /(^>) = dixo ,E ). 因此 

^( x 0 , E )< sup {|/( xo)|：/eX* , |[/-||< l，/0c) = OUeE )). 

32. (2) 对每个/„应用 Hahn-Banach 定理. 

33. 对任意 x 6 X，存在 E 中的序列 {} ，使得 •!：„-► ：c. 则 {T!r„} 是 Y 中的 
Cauchy 序列 . ^Tr = limTx >l (x6X). 这样定义的 T 不依赖于 } 的选取.可以证 

n 一 co 

明 t 是了的唯一的线性延拓，并且 iif || = uni. 

34. 令 E = M 则 M 是X的线性子 空间. 若£不是闭的，则 £dM， E ^ M . 
而£:是极大真子空间，故必有 X . 即£=又. 

35. 充分性 显然. 必 要性. 不妨设/丨 ^0. 任取為 eX 使得= 1. 则对任意 
•^义 ， x — Mx ) x 0 eN ( J '、 = NC/ 2 ). 由此推导出 / 2 0r) = fz ^ f ^ xX ^ eX ), 

36. 注意 {0} 是紧 凸集. 利用凸集的分离定理. 

37 • 对任意根据凸集的分离定理，存在/€乂•和实数。< r, 使得 
/(• r ) < n ， Ec ： { x ： fU } ^ r ). 令 = U : fix ) ^ r } 9 则 £：= 门 
38. 根据凸集的分离定理，存在 /6； T 和实数 r ， 使得 

/ U )> r ^ f ( y ) ( x 6 A 9 yeE ). 

由于 OeE， 故 /(z)>r>0(：reA). 由于£:是线性子空间，可证 / U ) = 0(x6^). 

41. 令办 =(1，1，…）， e, ，〜•••是 q 的标准基对任意 z =Crt . )ec ， 设1;吨 =5 •则 
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x — se 0 — Cxi — s 9 x 2 — . 故 x = 5e。 + Z (X, — 对任意 /€〆 ，令 

*•*1 

b = /(e 0 )» a { = /(《• )，则 

OO CO 

fix) = 5/(g 0 ) + ( 工 i — 4)/(A) = + ^a,(x t 一 S). 

1 i = 1 

易证 £ k | <||/||. 令 a 。 则上式可以改写为 

|»=r 1 jc= 1 

OO M 

fix) = a 0 s 十 2ja,a:, = a 0 lim:r n + 2ja,a,-. 

. 1 ，■ • °° 1 

这是 c 上的连续线性泛函的一般表达式.对每个71 = 1，2,…，令 

工(”）= (sgna!，sgna 2 ，…， sgna”，sgnao，sgna 0 ，_••)， 

则: r < M > ec ， lU ^ || < 1, 并且 


kl+E = /(:("))< ii/mi < ㈣ 
1 = 1 
oo 

令 w — co 得到 |a 0 |+U M < ll/'ll. 这表明 a = U。，^，a 2 ，…并且 < ll/ll. 

ic« 1 

42. Il^il = 

43. 考虑 1 </><oo 的情形.对每个正整数 ”， 令⑴ =(K0;^ {|a<ril<w> (0, 则 

在 上定义泛函 /„(:r) = J x(f)a„(Ock . 则 /"6 P[a,6]*， 

并且II/”卜II a』,. 对任意工61^1>，6]，利用控制收敛定理，有 


» 

rb rb 

lim/ n (x) — lim xCt ) a n it)dt = x ( t ) a ( t ) dt . 
n-^oo a J a 


根据共鸣定理， supIkJl, - sup ||/J| = M<oo. 利用单调收敛定理得到 




a„(Orck<AT <oo. 


44. 利用 Hahn-Banach 定理的推论（推论 2.4.6). 

45. 利用 P[0,1] 的共轭空间的表示定理. 

48. 先说明若 {/„} 弱•收敛，则 UI/JI} 是有界的. 

49. 利用推论 2.4.4, 或利用推论2.4,6,可以得到两种不同的证明. 

50. 必 要性. 注意对任意 /ey , /。了€久' 充分性.利用闭图像定理. 

51. 利用 Hahn”Banach 定理的推论（推论 2.4.7). 

52. 利用凸集的分离定理. 

53. 由题设条件知道是弱有 界的. 从而是按照范数有界的.设彡 1). 

令 \ imf ( x n Kfex ^ >. m < pex -. 因为 x 是自反的，存在; rex 使得 = % 
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贝 IJ 為 

55. T # (xi yx 2 *•••) — (ax" a 2 x 2 

56. (T^KO = 

a 

57. 必要性.设 N(T* ) = 0. 若及 m 关 Y ， 任取 : y 。 eYWTTT ， 则 

d = d(y 0 , WT)) > 0 . 


根据 Hahn-Bamch 定理的推论，存在使得当:时， giy ) = 0并且 &(>) = 4 
对任意 xGX 有 Cr，：Tg) = (T：r，g)=0, 因此7"^-=0.但是 g 关 0. 这与 iVCT)=0 矛盾. 


59. 考虑算子序列 U-► /’， T ,,^ 


60. 设 A 是 C [0，1] 中的有界集，则 7 XA) 是有界集.易知函 
数族 {(Tr)G):xeA} 满足 Lipschitz 条件，因而是等度连续的.根据 Arzela-Ascoli 
定理， TXA) 是 C[0,1] 中的列紧集. 

61. 考虑集 { r：n= 1，2广_}.利用习题1中第47题的结果. 

62. 设 A 是 C 1 。,6] 中的有界集.则存在常数 M 使得 llxILSMOteA). 因此对任 
意 x^：Aj 


max I xit ) I ^ M, 




x f U ) I < M. 


由第一个不等式知道 J(A) = A 是 C[a,6] 中的有界集.由第二个不等式容易推导出函 
数族 U(0::eA} 是等度连续的.根据 Arzela-Ascoli 定理, J(A) = A 是(：[〜幻中 
的列紧集. 


63•设工•若 Tr w — Tx 9 则存在 e。 > 0和 {：£：•} 的子列 { x Hk ) ,使得 
|| Tx ^- Tx ||>£ 0 . 由于 U ,} 弱收敛，故有界.而: T 是紧算子，故存在{^}的 
子列，不妨设就是 U &}, 使得 xr„ 4 ^ y . 对任意 / ey m ,注意到 /<>Tex* ,故 


f ( y ) = lim/(Tx- ) = UmdfnU .) = (/T)Cr) = f ( Tx ). 

It-^CO * It-^OO * 

根据 Hahn-Banach 定理的推论，应有: y = T:r . 但这与 || Tr' — Tr || > e。 矛盾. 

64. 设 A 存在有界逆 A- 1 . 若 A 是紧算子，则7 = 也是紧算子.这蕴涵X 

的闭单位球 fix 是紧集.这与 dimX - oo 矛盾（见定理 1.6.11). 

65. 若 T ( X ) =y, 根据开映射定理， T 是开映射.于是: TL7 X (0,1> 是 Y 中的开 
集.由于06了1^(0，1)，故存在广>0使得17 > '(0,;0(1：：0^(0,1).由丁是紧算子 
推导出 L7 y (0， r ) 是列紧集.这蕴涵 dimY < oo . 

66•设了•是紧算子，则7-是紧算子•设{^丨是 X 中的有界序列•记 
or 厂=上*：„(”>1)，其中 J 是久到叉”的标准 嵌人. 则 U„“ } 是； T •中的有界序列.由 
于丁••是紧算子，存在 Ur }的子序列 u:/ } 使得收敛.由定理 2.8.3, 有 
II Tx„ k - Tjo H/ || = ||(Tr 、）( Tr n/ ) - || = || x ；； - T ^ x ：； ||, 

因此 {了~} 是 Y 中的 Cauchy 序列. 



198 


泛函分析 


习题 3 

1. 举例说明当2时，在"和 f?[0，l] 上平行四边形公式不成立. 

2. 直接验证可知 （•,•） 是 H 上的内积.仿照 P 空间的情形，可以证明 H 的完备 
性. 

3. 利用平行四边形公式. 

4. 注意当 H 是实内积空间时，对任意 x ^ yeH 有 (x，：y> = 

5. 充 分性. 从 ||x + bl| = IU —A：y|| 可以推导出 ReX(u) - 0. 

6. 利用极化恒等式和平行四边形公式可以得到 |f(x，：y)|< c(lkll 2 + bll 2 ). 
于是对任意实数 t 关0,有 

| < pix ^ y ) | — | <pitx yt ~ l y ) I < cCt 2 || x || 2 + r 2 ll ： y || 2 )• 

当：时，令 f 得到 1 < pix 9 x ) I < 2 c IU |l \\y II. 

II 到 I 

7. 利用勾股公式. 

8. 由题设条件可以证明： r 是闭算子. 

9. (1) 利用内积的连续性. 

(2) 只需证明 spanCM ) 1 . 设 ： r 对任意 : y e ^ pan ( M ), 存在 

{： y B }CZ span ( M ) 使得: y„-► 由此得到（工，: y) = 0. 从而 M 1 d span ( M ) L • 反过来 
的包含关系是显然的. 

(3) 由于而是闭线性子空间，因此 4 an (兩 CIM 丄丄. 反过来 
的包含关系是容易的.也可以利用 （2) 的结论和定理 3. 2. 5(1) 得到 

M 丄丄= span(M) 丄丄. 

10. 设 }d E ， :c n — x . 若 i 的分解为 : c = y 易证 z = 0. 

11. 根据定理 2.2.2, 存在唯一的工。€£：，使得 llr 一 x<J = d(x，£). 由引理 2.2, 
3, x — x 0 EE 1 . 若取： y。 = \\x — x 0 !) _1 (x — :c。）， 则: y。 ^ E 1 f \\ y 0 || = 1，并且 

I ix 9 y 0 ) \ = \(x — x 09 yo'>\=\\x — x 0 ||. 

于是 sup{ I ( x 9 y ) 1 : >€£丄 ， ||3»tl = 1 II x —x 0 ||. 

12. M 1 = {x^ ： l z i y = (0, … ， Odw ， : cw，•••）}• 

13. 不妨只考虑 L 2 [— 1,1] 是实空间的情形.令 

a = {/eP [— i，i]:/ 是奇函数}. 

显然 AdJVfi . 反过来，设我们有 

^ (g(0 = | ^ igit) -f ^(― rt)^(Odr-h J 1 (g(r)+g(—0)g(—f)d/ 

= 2 f i (gCt) + g(— t) )g(t)dt. 

由于 〆 0+ g (— 上式右端的积分为零.因此发是奇函数， EP ^ eA . 这表明 
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M 丄匚 A . 从而 M 丄= A . 

17. 先证明若/^,尸 2 是投影算子，并且 Pi <P 2 , 则 P 2 -Pi 是投影算子•令 
Q t = P 19 Q n = F „- P ^( n >2). 则是一列两两正交的投影算子.利用定理 
3.2.10. 

18. 注意 P 投影子空间£： = { x^ 2 ：Px = x ). 经计算知道，当 “ = 0时， 

E = {(xi ，工 2 ) ^R 2 ： X] = 0 }. 当 时， ( j：i fX 2 ) ： x 2 = |* 

19. 对每个 1，2, …，令 E* = { e ^ E - \ U , e )\> k ~ 1 }. 证明每个 E* 是有 

限集. . 

20. 设 {e。} 吩是 H 中的规范正交集•则当 々时， \\ e a - e fl \\=42. 设 U ,} 是 

H 的可列稠密 子集. 则对任意存在”使得：若{^喊是不可列 

集，则至少存在某一个包含 { G} ae; 中的两个不同的元 g 和以.这导致 
II e a — || < 1. 矛盾！ 

23. 令 V^(:c) = & Cx 2 — 1)”（《= l，2r __). 当 0< m< ”时， 利用分部积分 

dx 

法得到 

(W” ,W m )=|^£,( x 2 - l)- £,(x 2 - l)-dx 
fi H 1 * -1 H"^ 1 

•1 

= … = (一 1)» Oc 2 - 1)” ^— T - U 2 - l ) M dx . 

J-i dx — 

当 m < n 时， ( x 2 ^ l )- = 0, 此时 = 0. 当 w = n 时， 

£^-(^_1)« = (2«>!. 此时 

CW n ,WJ = (—l)”（2 n)!f (x 2 -l)"dr = , 

J -l 2w + 1 

因此 {L n (: tM 是 L 2 [— 1，1] 中的规范正交系. 

24. 仿照 §3.2 中例2的方法. 

25. 设 J^/(:c)sinnxdr = 0(71 = 1，2,…).将 /(z) 延拓为[一兀，兀]上的奇函数，延 

拓后的函数记为计算表明/与{炉》} = { 1» cosx , sinr , cos 2 x , sin 2 o : , • • •} 中的所有元都 
正交. 这蕴涵着在[—兀，兀]上 7" = 0 e . ， 从而在 [0, tt ] 上/ = 0 a * e . 

26•若 x ^： H 9 — 0(w = 1 ，2,…），则对每个”，有 ( xa 〉 = ( x ^ e n — e f n ). 

利用 Parseval 等式 • 


27. 仿照 §2.9 中例1的方法.对任意： c 6 H ,： Tr = Z (: Tx < M . 对每个正整数 
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„，令7> =文•则有界的有限秩 算子. 注意到 

i-l 

OO OO , OO v 

(T — T n )x = 2 (Tx ye t ) e , = ^1( } jg , 

<?o 00 

=^ ^ (x 9 ej)(Tej yg.Oe,. 

i=-«+J j=\ 

利用上式可以计算出 J 交 |(Te > ,e i )| 2 ) T -0. 

28. 根据引理 3.4.1 和 Riesz 表示定理， a 」^x 等价于对任意: y6H， （毛，: y) — Cz，3>). 
30. 对每个自然数 n , 令利用共鸣定理和 Riesz 表示定 
理. 

QO 

34. (1) 首先利用 Riesz-Fischei ■定理，说明级数 EA B U,Oe rt 收敛.从而 Tr 的 

»!=• 1 

定义有意义. 

(2) 若是： T 自伴的，则 CTe ^ e ,) = ( e ^ Te ,) =况. 

35. 指明 （(A + A-)u) = 2Re(Ax， 工). 

36. 由题设条件得到II Tx || > c ||x ll(xeH ). 这表明 丁 是一对 一的. 由于 
(Tx,or) =U，：T:c)， 于是 cllorll 2 < l(:c，：rx )|. 同样有 NCP ) = {0}, 根据定理 
3.4.6, R(T) = N(T-)- l =H . 可以证明 RiT ) 是 闭集. 从而 R ( T ) = WT ) = H. 
由逆算子定理知道了一 1 是有界的. 

37. 设 At =二由于 || A ‘ II - II A II <1,因此 

|| A * x - x || 2 = || A" x || 2 - U, Ar ) - (Ar ,x) -f I|x || 2 
= ||A*x|| 2 -i|x|| 2 <0. 

38. 令八 1 - |-(A + A* ), A 2 = ). 则恚 和烏都 是自伴算子，并且 

A = Ai+iA 2 . 反过来，设 A 可以分解为 A = A,+L 4 2 , 其中 A 和烏都是自伴算 
子，则 A• == Ai — iA 2 . 结合 A = A! + iA 2 ，解出 

A,= 去 (A + W)，A 2 = 去 (A—A”. 

39. (1> 将由 <•,•> 导出的范数记为 IIHK ，则1卜|| 1 与1卜11等价.由于（//，（•,•））. 
是完备的，故 （H， <•，•>).是完备的. 

CO OO 

40. 对任意 x 6H， 有 :r = ^ (x,e,)e t . 于是 Tx = ^ Cr，g,)Tigf. 

42 . 显然 |「 r ” H <|| 丁 11 ". 根据定理 3 . 4 _ 5 , llT|p = 了||，因此 

lint 4 = nr # ri[ 2 = \\CT 0 T)(T a r) m \\ = iit*tt*tii 

= ||(T 2 )- T 2 || = II T 2 || 2 . 

于是 l|T 2 || = IITII 2 . 用数学归纳法可以证明 l|T 2 *|| = ||T || 2 \ 对任意正整数〜设 
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m = 2* > w ，则 

lur - II 了 r iiTir- = iiniiiTir"' < !ip- b iiiit w \\\\r ir- M 

= mi . 

从而 1IT11 = IITII". 


习题 4 

1. (1) 设 1 一 AB 可逆，其逆为 C . 可以验证1一 BA 的逆为 1 + BCA . 

(2) 设 A 关 0. 由于;1一 AB = A (1 — A ^ AB ). 利用 （1) 的结论. 

2. 注意当 x 6 E 时 ， l = 直接用定义证明. 

3. 设 W 2 ，…， A „ 是; I 的 n 次方根，则 Urf ) a 2 - f) … （ArO = 义 一 r •设 
x 0 ^ 0 使得 ( A 一 A n )xo = 0. 则 ( A t — A )( A 2 — A ) … ( A ” — A )« r 。 = 0. 

4. 设 AfC，（A — A ) or (?) = ( A 一 ta (()) x ( t ) •若 mE (. a ( t ) = A ) > 0•令 

x = ⑴，则工是方程 W — A ) x - 0的非零解•故 Aea / A ). 

5. 直接计算，有 

艮 （ A ) — R M ( A ) = ( A - A )- 1 -(^- A )- 1 

= (A — — A) (,fx — A) _i — (A — A) - 】（ A—^ - A) C/^ — i4)^ J 

=(A 一 A) _1 [(" — A) — (A 一 A〉](/u — A) -1 
=(^ — A )i? A (A)R p (A). 

6. 根据定理 4.1.3, 当 jA |>|| A || 时， A 是 A 正则点，并且 

(A _ A) -^ 2 A1. 

n =0 

利用 (A — A )- 1 的这个级数表达式，可以得到 ||(A — A )- 1 ||<( A -|| A ||)- 1 . 

7•可以设 A # 0. 若 A €^ A )， 则 （ A — A )—】 € B ( X ). 直接验证知道 
-AA ( A — A )—】 是 A - 1 — A - 1 的逆. 从而因此 { A - SAeMAMC / KA - 1 ). 
从而 { A'AeKAUXH 将 A 换为 A - 1 得到 { A ' AeWA - DlzXA ). 由此 
可证 { A - l : Aer ( A ) } C cr ( A — 1 )• 

8. 只需证明 〆 A ) = 〆 △•)• 由于 ( AJ X — A )* = AJ X - - A *. 用 T 代替 A — A ， 
只需证明 丁可 逆当且仅当: T * 可逆. 根据推论4.1.2,若: T 可逆，则： T 可逆. 

反过来，设丁 * 可逆，则丁 *• 可逆. 根据定理 2.8.3, 对任意 ： r € X ， 成立 
Tx = 丁 K 这里将工与: c “ 不加区 别）. 因此 N ( T ) ; N ( T **) = {0}. 利用习题2 
中第5 7 题的结果知道，及 m = X . 设％ = TrA 尺（了），％ — y •则 

- ( T ^ r i Tx n = ( T -^ y ^ CT ^ 广】乂 

于是: y n = : Tx „， T (： T “）- V 从而; 尺（丁) • 因此尺（了）是闭集.于 
是只（丁） = = 由逆算子定理，： r 是可 逆的. 
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9. 由于 A 2 —A = 0, 根据谱映射定理，当 A6W/0 时， 

A 2 -Ae^(A 2 一 A) = <J(0) = {0}. 

因此 A=0 或 1. 这说明 a(A)C {0 ， 1}. 若 A 关 0, 则存在 x 关 0 使得 Ar #0 •但 
(l-A)Ax = (A —A 2 )x = 0, 从而 1 e^(A). 类似地，若 A 关 1 ，可以推导出 
oea (A). 

10. 不妨设 A 古0, B 关 0. 否则结论平凡地成立 • 由于 (AB)” = A (iBA) WB ， 
因此 IICAB)- II < || A HII(BA)- 1 HIIBtU 于是 

rCAB) = lim ||(AB) n |p < lim |) A ||* (ll(BA)"- 1 IP)^ \\B f 

”一 co 

=iim(iKM)^ 1 |p)^ = li me 宁 , ”(1卜1占） 

=e_) = r(BA). 

11. 由于 AB=BA , 因此 ( AB)” = 利用谱半径 公式. 

12. 对任意 e > 0,存在 A 6 a ( A )， 使得 | A |> r ( A ) — e . 由谱映射定理, 
A *6^ CA *), 于是 r ( A *) > | A| k ^ ( r ( A ) — O *. 

13. (1) 由于 R — kJ"”， 因此当 r(A)<R 时，由正 

pr-^oo M-^oo 

向级数的根值判别法知道级数 i II a n A n II收敛. 

n*= 1 

⑵设 r(A) >R. 若级数收敛，则 limlkA ”|| = Um|k —u 11 = 是级 
数的部分和).于是存在使得 II 〜 A ” || < M ( n 彡: l ). 于是 

= Tmll a n A n ll 1/n < Tm^M 1/n < 1. 

Ix rr-^^o 

于是 rC4) < 及，与瘕设条件矛盾 • 

14. (2)由（1)的结果知道{^} = %(义）匚(7(焱).于是 TXTIC^(A). 另一方面， 
若 A 任 TX7T， 则（=!此 >1 |4一>1 >| |>0.此时易证 A — A 是映 上的. 显然此时 A—A 也 
是一对 一的. 由逆算子定理知道， A$a(A ). 这说明 〆 A) C TO". 

15. 若 A ${a(f) : 丨，易知此时 A — A 是一 •对 一的映 上的. 根据逆算子定 

理， （A—A)- 1 有界，从而 A 砭 cr ( A ). 这说明 a ( A ) C ： 若 

A 6{^ CO ：^ e [ at 6]}, 脚方程 ( A— a (/))：cW = l 无解.此时 A—A 不是映上的，从而 
乂 6 戊 04). 因而 {a(0： t^：\_a,b]}CZ aCA). 

16. 利用上一题的结果得到 a(A) = {e ir ：^e[0,27c]}= {A* |A|= 1}. 

17. 因为方程 U—A):r(0 =Az (/)— J^COck 因此方程 (A—AXr：=0 的解即微 

分方程 《r(0 =AxA), ：r(0) = 0 的解.其通解为 x = 0" A . 满足文(0) = 0的唯一 
解为 x = 0. 因此 〜 G 4) = 0. 
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根据习题2中第60题的结论， A 是紧算子.利用定理 4.2.4 可知= {0}. 
或者 ：用归 纳法容易证明因此 r ( A ) = 0. 从而 WA )={0}. 

18. 容易证明 A 是紧算子，并且 cr / A ) = 0. 利用定理 4.2.4 可知 (7( A ) = {()}• 

19. 根据谱映射定理， a ( A n ) - { A "： Ae ^( A )}. 于是 

cKA ) = { A 1/ f *: AGa ( A 。}. 

再利用定理 4.2.4. 

20. 例如令 A : C N — C n ， ACx ! ，工 2 ，…， jc ”） = (0， jt ! ，工 2 ，…， jva ) ，则 A / 0•当 
々>行时八* = 0.因此，0. 

21. 当 K 是无限集时，设 { a , } 是 K 的可列稠密子集.定义算子 A :/ 1 一 I 、 
Ah ， : c 2 ， …） = (aix, ， a 2 j： 2 ，•••）• 由第 13 题的结果知道， <r(A) = {a n } = K. 

22. 由于 A 是正规算子，有 AA * = AM . 由定理 3.4.5 得到 

Mil 4 = M # A || 2 = ||( A * A ) ( A * A )* II 

=II A - AA * A || = ||( A 2 ) # A 2 || = || A 2 || 2 . 

于是 || A 2 1| = || A || 2 . 用数学归纳法可以证明 || A 2 "1| = || A || 2 ". 再利用谱半径公式. 

23. 若 A * A ， 则 (iAr — iA * = iA 即 iA 是自 伴的. 因此 ia ( A ) = cr ( iA ) C ： R 
于是 a ( A)CIiR 

24. 由于 A 是正算子，由 §4.4 中例 3 知道 ( X ( A ) C [0, oo ). 因此 一1&( A ). 

25. 根据谱映射定理， a(l 士 iA) = l 士 i(r(A). 由于 A 是自伴算子，故 (j(A)ClR 1 •因 
此 0^7(1 士 iA). 这表明一 （1 士 iA) 存在有界逆，从而 1 士 iA 存在有界逆. 

26. 设 A > 0. 令 T = A 1/2 ，则 A = A 1/2 A 1/2 = T' T, 

27. 设 { S „} 和 { T „} 分别是定理 4.3.6 的证明中相应于 A 和 B 的迭代序列.即 

Si =去 (1 一 A ) 9 S^i = -^-(1 — A + Si ) ， n = 1，2,…， 

了 1 = +(1 — B) ， ( 1 — B - f - 7 ^) , n = 1，2，…， 

由于 A < B , 并且 AB - BA , 可以归纳地证明 S n T n = T n S n U= 1,2, …）. 由推论 
4.3.7 知道 （ S „ + TJ ( S n - T # )>0. 于是可以归纳地证明 S „ > TAn = 1,2,…）. 

28. 由于 |1 A || = IKA " 2 ) 2 || <|| A " 2 | p ， 因此 || A 『< || A " 2 II . 反过来，对任 
意 

M ，/2 x || 2 = ( A l /2 x , A 1/2 ar )= ( Ar , x ) OlAHIkll 2 . 

29. 由于 A 是自伴的，根据定理 4.3.3， 有 || A " = r ( A ) = max { | A | - X ^ aCA )} = | 久 i |. 
利用 A 的表达式可以证明后一结论. 

30. 容易证明 ( t p ( A ) = { A nlW = 1，2, — }.显然每个£^是投影 算子. 对每个正 
整数〜令 

则& = •由 §4.4 中例 1 知道 {£ A :Ae(— oo , oo ) 丨是[>，幻上的谱系.令 
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h( ； l) =CE x x ， 工）， 则 h(A) = E |x fl | 2 . 由于 h(A) 在 ; l=A n 有第一类间断点，因 
此由 ％ (A) 导出的 L—S 测度仏在； 1=4 >| 有测度乂（队 })= |xj 2 . 于是对任意 : 


广 6 Cb 

I Ad ( E A j :, x ) = ] A d^ x (A) = ^A n ^ je ({A M }) = ^2^ n \x„\ 2 = (Ar , o :). 
J a J a n ~-\ „=1 

31. (2 ) 令 h(A> = (ExXtJ：'}, j® 


<p x (A ) = J CEx jo )(0 xit)dt = J j x(t) 1 2 dt 


注意到在 0,6 ] 上 dh(A) = |x(A)| 2 a.e ., 因此 


0, 

n 


A< a, 

I xit) 1 2 dt y a ^ A <； 6, 
Ukll 2 ， b. 


A d(£ A x yx) 


A d9 x (A) 


A I x(A ) j 2 dA = f fjc(A ) a:(A )dA = (Ax ，: c). 


32 •设 m 和 M 如式 （ 4. 3. 3) 所定义 • 则 [m,Af] (Z aCT) c ： [0,oo ). 于是 


r M 


lnAeC[m,M]. 设々 = Ad 瓦是 A 的谱分解.令 


/”CO = 1 + lnA+ ^1^2! + …十 ^l^( n =l ， 2, …） • 


2 ! 




则 


/„ ⑷ =£( 1 + w+T + ." + ，：) 瓜 =1 + 了十葑十… + 吾. 

其中丁 由于 / n (A) 在 [7W ， A <] 上一致收敛于一 =^A. 根据定理 4.4.3(4), 

lim/^GA) = A 另一方面根据 § 4.4 中例 4 ， limf n (A) = e r . 从而 A = e r . 

n^°° tr^oo 

33. 由于 /( A ) 是实值的，故 /( A ) 是自伴 算子. 设焱= AdE A SA 的谱分解. 

J > ir — 

对任意: ceH ， 由于 /( A ) >0,因此 

</(A)x*x) = r/(A)d(£ A x,x) >0. 

J m 

习题 5 


2 -易知 = { U lf z 2 )： | 2l | < | r 2 | }. 由于 0 = (0,0) ^ A ° y 因此 A 。 不是平衡 
的. 

3. 证明数乘运算不是连 续的. 设： reX , x ^0. 考虑〜 二丄. 

71 

5，注意若 V 是0点的邻域，则一 V 也是. 又 a ：6 A 当且仅当对0点的每个邻域 
V，Cr + V ) 0 A ^£0. 

7. 充分性 • 设 U ”} 是 A 中的序列，则 Ai = { x ,, n = 1,2,-} 有界.于是对0点 
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的任意邻域 V ，不妨设 V 是平衡的，存在？ >0使得少 U >1). 证明对任意标 
量序列当〜 — 0时， —0. 利用定理 5.1,12. 

9. 若 X 是赋范空间， 则部= {1/(0, £), €>0}是义的局部基.注意 X 的子集 
A 按距离有界当且仅当存在 r >0, 使得 AcLK 0, r ). 

10. (2) 注意对0点的任何邻域 V ，存在0点的平衡的邻域17,使得 LT + C / CV . 

11. (2)^(3). 存在0点的一个邻域 V ，使得 VC ： U : p ( x ) <1}°.于是对任意 

e> 0 ， 

d e { x ： p ( jc ) < 1}° = ( e { x ； p ( sc ) < 1} )° = { jc ： < e }°， 

这表明当: 时， 〆 z )< e . 因此 p 在 0 点处是连续的. 

(3)0(1). 由于/>在0点处是连续的，对任意 e >0, 存在0点的一个邻域 V ，使 
得当 lev 时， pu ) < e , 设 々 ex . 当 xeA + v 时，由于: c — x 0 ev , 

I P ( X ) — p ( x 0 ) I ^ p(x — x 0 ) < e . 

12. 不妨设 a —0. 设 V 是 0 点的一个邻域.存在0点的邻域17,使得 LT + UCZV . 
可以设 U 是凸的.由于0,存在 iV >0 使得当”〉"时，心€(7.我们有 

工 1 + 工 2 H - \-x n _ x x +x 2 -\ - h x N , x N+ i -f x N+ 2 H - h 工 ， A 

- 一 ; + - ^ - + 

注意: y »~^0, 而％ 是 1/ 中的元的凸组合，因而 z „ eu . 

13. 充分性.设涿和涿分别是相应于贫和劣按照式 (5.2.1) 定义的集族.证明 
每个涿中的集 包含乳 中的某个集.这蕴涵每个开集都是 r 2 - 开集. 

反过来，设巧弱于 r 2 . 对任意巧，由于 U:々0)<1} 是0点的 q -邻域，因 
此也是『2 - 邻域.于是存在 VXpi ，/» 2 ，…， /^ ; e) 6^2,使得\^(/>!，/>2,…， p ni e ) C ： 
U ： p ( x ) < 1}. 这蕴涵 

p ( a :) < (x) + c 2 p 2 (x) 十 … + c „ p „( x ) ) , 

14. 将淨和迈生成的拓扑分别记为 z •，和 r 2 . 利用上一题的结论容易证明 q = r 2 , 
由少生成的拓扑的局部基是 

级= {Vipi ， p 2 ，•••，/>* ? c ) : P \ >pz ，•••，/>* € 少 ， e > 0, ^ GN }, 

由于 y ^ P \ ，/ >2 ，…，九； O = V ( gje ), 其中 g = max { 九 ， pz ， …， Pk ) ， 因此浼 =%• 

15. 设利用定理 5.2.7 可知， — x 当且仅当： c n (0-^ x ⑴（$[0，1]乂 
设^。是收敛于0的数列的全体，则 c 。 与[0，1]具有相同的 基数. 设 p 是[0，1]到 

c 。 的- 对应的映射.令 ( f ) = = 1，2,…），其中 {〜} =炉(0.设{/^是一实数 

列， G -^+ oo . 则 0. 于是存在匕紅0，1]，使得 p ( fo ) = { d 于是= 
r n r ^ = 1,从而 r n x n —^0. 

16. (1) 对每个 i = 1，2, … ，令 Pfix ) = | x f |(x = ( ari )6 s ). JUJ {/>,} 在 ar 上生成 
的局部凸拓扑与按照式 (5.2.2) 定义的距离 d 生成的拓扑是一致的. 
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(2) 容易证明每个 V ，,是平衡的凸集. S - reV .,, 令 = l — | x ,-| ,则 A > 0. 

71 l<r<fi 

选取0 < s < 1使得6 (1 — s )- 1 <紀再令 r = r w s . 证明 L 7( x , r ) eV n . 从而 V ” 是开集 • 
显然 06 K , 因此每个认是0点的 邻域. 设 V 是0点的任意一个邻域，则存在 r >0 使得 

oo 

U (0, r ) C = V . 选取 n 。 使得丄 <;，并且2去 <+• 证明\ Ct /(0, r ). 从而 

n o ^ /-^+1 ^ L 

{ V m , w 6 N } 是拓扑 r 的凸局部基. 

(3) 注意根据 §5.1 中例5,拓扑线性空间的非零线性子空间不是有界的. 

17. 只需证明当 : c„ x,y n -►: yth - ► a 时，： r„ + y„ x-\- y,a n x n -► ax. 

18. 若 "（0< p < l ) 是局部凸的，则"存在一个由凸邻域构成的局部基，设为 
汍因为颂 1 = { UCO , e ) : e >0} 也是 P 的一个局部基，存在0点的一个凸邻域 V 和 
r >0, 使得 L /(0， r ) (= VC = 17(0,1). 选取0使得 r . 则对任意正整数 n ， 
a ^6^ C 0, r ), 其中是第 n 个坐标为1，其余的坐标为0的元.于是 

x n — 丄 （aei + + … + ae „) 6co(U(0,r)) CZ V CZU(0 ， 1), n = 1,2, …. 

n 

但0</><1，因此 d ( jc n ,0) — m • ) = a p m l '~ p -* oo . 这与 { x ”} CZ L 7 (0，1) 矛 

盾！ 

20. 不妨设 { j :: fix ) = c ) ^ 0. 令 t / = {x * I fix ) I < c } ，则 （/ Cl 
{ x ： fU )^ c ) c . 容易证明 U 是 0 点的一个平衡的凸邻域. 

21. 根据定理5.1.1，必要性是显然的.充分性.不妨设/ 关 0. 任取 x 。 使得 /(X 。） 
= c . 则 N (/)= U :/( a :)= c } — &是 闭集. 根据定理&3.2, /是连续的. 

22. 若/是 X 上的连续线性泛函，/尹 0. 则 U : |/( x ) < 1丨 } 是 X 的一个非空 

的开的凸真子集. % 

反过来，设 A 是 X 的一个非空的开的凸真子集.不妨设 06 A . 根据定理 5.1.9, 
可以设 A 是平 衡的. 设/> =〜是义的 Minkowski 泛函.则户是 X 上的连续的半范 
数. 设工。 6 A ， 根据定理 5.2.4, pix 0 ) ^ 1. 令 M = span { x 0 } •在 M 上定义泛函 
f { ax 0 ) = a ， 利用 Hahn-Banach 延拓定理. 

23. (1) 注意到在 M ([«，6]) 上按距离收敛等价于依测度收敛，容易证明 M ([ a ，6]) 
上的加法和数乘运算是连续的. 

(2) 用反证法.若/是 M ([ a ，6]) 上的非零的连续线性泛函，则存在: CceA ^ k , 6 ]) 
使得 / Oco )#0. 因为 z 。 = Xio .\ n-} Xo + ^1/2,1]^* 因此或者办）尹 0 ,或者 
f ( x ^ t i ^ x o ) ^ 于是存在工 1 6 M ( ,使得 / Cr !) # 0,并且 mCz ^ ^0) < 2 r l , 

一般地，对任意正整数《，存在 幻）， 使得 = /(石）#0,并耳 wCz * /0) . 

令％ 则依测度收敛于0,因而{%丨按距离收敛于 0. 但是 

/(%) = = 1，这与/的连续性矛盾！ 
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24. 根据定理 5.3.8, 存在 / eX * 和实数 n ，〜使得 

Re/(jr) < n < r 2 < Re/(x 0 ) ， x^ ： A. 

对任意： ceA , 设 / U ) = e ^\ f ( x )\. 由于 A 是平衡的， e -^6 A , 因此 
I fix ') I = e ~ ,0 f (. x ) — — Re /( e _ w ? jr ) < n . 

26. 根据定理 5.2.5, 按照拓扑 r ， 每个 P 6 淨是连续的.另一方面，设 A 是久上 
的一个线性拓扑，并且按照拓扑 A ,每个/>6$是连续的.则对任意多和 e >0, 
{ H ( x )< e } S ri 开集.于是形如 

V4"U：>= {x:M:)<e ， … ， U ： Pl U)<^ 

的集是 A 开集.但形如 V (九 ，九，…，九；0的集的全体构成拓扑 r 的局部基，每个 r 
开集都是形如 V <, p ^ p 29 - iPki e ) 的集经过平移后的并，因此每个 r 开集都是 r ' 
开集. 

27•令 A = 1}, 则 A 是 凸集. 由定理 5.3.10 知道= X 由于 

A Ax ， 故 x 6 A w ， 从而: r 6 兀因为 （ X ， r ) 是可距离化的，于是存在使 
得 ： y rt 按拓朴 r 收敛于 X . 
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